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1. ஒரு திசையிலியின் சார்பலனான 

வெக்டர்களின் வகைக்கெழு 


( Derivatives of Vector functions of 

one Scalar Variable ) 


1.1 வெக்டர் சார் பலன் : ஒரு திசையிலியின் 

சார் 
பலனான 

வெக்டர்களைப் பற்றிக் கூறுவோம் . எடுத்துக் 
காட்டாக இயக்கவியலில் , இயங்கும் து.களின் நிலையை r எனும் 
வெக்டரால் குறிப்போம் . இது காலத்தின் சார்பலனாகும் . 
r = r ( t ) என்று எழுதலாம் . ன் ஒரு மதிப்புக்கு -க்கு ஐயம் 
திரிபற ஒரே மதிப்புள்ளது . 

மதிப்புள்ளது . ஒரு குறிப்பிட்ட நேரத்தில் 
இரண்டு இடங்களில் இருக்க முடியாது . r என்பது 
1 எனும் திசையிலியின் ஒரே மதிப்புடைச் சார்பலன் 
( Single Valued Function ) ஆகும் . 


துகள் 


ஒரு 

வரையில் A என்பது ஒரு புள்ளியாகுக . P எனும் 
மற்றொரு புள்ளியின் நிலை வெக்டர் ப ஆகுக . A- லிருந்து 
P- க்கு வரையின் வழியாக உள்ள தூரம் ( arcual distance ) 
சி ஆகுக . அதாவது வரைவில் AP- ன் நீளம் ஒ என்றால் , 
u எனும் வெக்டர் 3 - ன் சார் பலனாகும் . இங்கு திசையிலி 
எண் . ஆனால் 1 என்பது வெக்டர் . u எனும் வெக்டர் , 3 ) எனும் 
ஒரு திசையிலியின் சார் பலனாகும் . இவ்வாறு ஒரு திசை 
யிலியின் சார் பலனாக வெக்டர் வருவதைப் பல இடங்களில் 
காணலாம் . பொதுவாக a < t < b எனும் இடைவெளியில் 
t எனும் திசையிலியின் சார் பலன் வெக்டர் u 

எனக் 
கொள்வோம் . 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


1.2 வெக்டரின் திசையிலியைச் சார்ந்த வகைக் கெழு 

( Derivative of a Vector w.r. t . a Scalar ) 


வெக்டர் சார் பலன் u ( t ) ; 


t = t . எனும் போது அதன் மதிப்பு u ( to ) . 


Ltu ( t ) = u ( io ) என்றால் சார் பலன் t = t , எனும் இடத்தில் 

t + t . 
தொடர்ச்சி ( Continuous) உள்ளது எனக் கூறப்படும் . < t -ல் 
ஏற்படும் நுண்ணிய மாறுதல் A என்போம் . 


du 
u ( t ) - ன் வகைக்கெழு 

dt 

ஆனால் , 


Alu 


It u ( t + At ) - u ( t) 

என்பதாகும் . 
At - 0 

At 


dt 


இதை u ( t ) எனவும் குறிப்பது வழக்கம் . 


[ t - ல் At எனும் மாறுதல் ஏற்படும் போது , வெக்டரில் 
ஏற்படும் மாறுதல் ! ( t At ) - ! ( t ) ஆகும் . இவ்விரண்டிற்கும் 

u ( t + At ) 
உள்ள விகிதம் 

u ( t ) 

At + 0 , ஆகும் போது , 
At 

, 
மேற் கூறிய விகிதத்தின் எல்லை u ( t ) ஆகும் . இங்குச் சாதாரண 
நுண் கணிதத்தில் வருவது போன்றே , அதாவது : திசையிலி 
மாறியின் வகைக்கெழுவை எவ்வாறு வரையறுத்தோமோ அது 
போன்று , வெக்டர் மாறியின் வகைக் கெழுவின் வரையறையும் 
கூறப்படுகிறது . ) 


t = t , எனுமிடத்து u ( t ) - ன் வகைக் கெழு u ( t ) ஆக 
அமைந்தால் , u ( t ) எனும் சார் பலன் t = t , எனுமிடத்து வகைக் 
கெழுவுடையது ( differentiable ) எனப்படும் . 


அவ்வாறானால் 


u ( to + At ) - u ( t . ) 

At 


( ta ) + E 


இங்கு At-- 0 ஆகும் போது t + 0 ஆகும் . 


. 


ஒரு திசையிலியின் 


..... வகைக்கெழு 
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ஃ 


u ( to + At) = u ( ta ) + { u ( t . ) + 3 } At 
At > 0 என்றால் u ( t + At ) + u (t . ) 


அதாவது u ( t ) எனும் சார் பலன் t = 0 எனுமிடத்து 
வகைக் கெழுவுடையதாயின் , அது அங்குத் தொடர்ச்சியுடை 
சார்பலனுமாகும் எனக் காண்கிறோம் , 


அடுத்தடுத்து வகைக் கெழு காண , இரண்டாம் படி வகைக் 
கெழு என்பது முதற்படி வகைக் கெழுவின் , வகைக் கெழு 
வாகும் . இதன் குறியீடு 

di 

அல்லது ( 1 ) 


du 


u 


( i ) 


du 
di 


di 


! 


d u 


di 

= u " ( t ) 


du 

இது போன்று மற்றவைகளும் . 
d t 


d y 


d z 


d x 


du 


குறிப்பு : சாதாரண நுண் கணிதத்தில் 
dy 

என்பது போன்று இங்கும் 

d z dx 
du ds 

கூறலாம் . இங்கு பு என்பது -ன் 
dit d s dt 
சார் பலன் ; 5 எனும் திசையிலி t எனும் திசையிலியின் சார் 
ஆகவே 

எனும் வெக்டரின் திசையிலிக் குணகம் 
ds 


எனக் 


பலன் ; 


ds 


dt 


ஆகும் . 


1.3 கூடுதல் , பெருக்கற் பலன் : இவற்றின் வகைக் 
கெழுக்கள் ( Derivatives of sums and products ) 

u ( t ) , V ( t ) என்பவை வகைக் கெழுவுடைய வெக்டர் சார் 
பலன்களானால் , f ( t ) என்பது திசையிலிச் சார் பலன் ஆனால் , 
கீழ் வருவனவற்றை நிறுவ முடியும் . 


( 1 ) 


dc 

= () ( c என்பது மாறா வெக்டர் ) 
dt 


d 


dv 


( 2 ) 


( u + v ) = * + 


di 


dt 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


( 3 ) + ( fu ) = f i + 11 - 


dv 


( 4 ) # ( uv ) = ப . 


du 
dt 


+ 


dt 


( 5 ) 4 


d 

dy 
( u X v ) = uX 
dt 

dt 


+뮈 


du 

Xv 


it - 


இவற்றின் - நிரூபணங்கள் திசையிலிச் சார் பலன் களின் 
வகைக் கெழு காணும் முறையை ஒட்டியதேயாகும் . 


c என்பது மாறா வெக்டரானால் t - ல் ஏற்படும் மாறு தலினால் 
c- ல் மாறுதல் ஏற்படாது . 


de 
dt 


O 


.. 


Ac = 0 


u ( t ) , v ( t ) என்பவை இரு வெக்டர் சார்பலன்கள் ( 1 ) -ல் 
ஏற்படும் நுண்ணிய மாறுதல் A ஆகுக . அப்போது u , V- ல் 
ஏற்படும் மாறுதல்கள் முறையே lu , AV ஆகுக . 


மாறு தலை 


/ ( u + v ) என்று 


u + y- ல் ஏற்படும் 
குறித்தால் , 


A ( u + v ) = Au + A v 


A u tv 

At 


= 


Au 
At 


+ 


Δv 
At 


இருபுறமும் At - 0 ஆகும் போதுள்ள எல்லை மதிப்புகளைக் 
கொள்ள 


d 
d 

( u + v ) 


du dy 
dt 


* 
It 


: 


எனக் காண்கிறோம் . 


ஒரு திசையிலியின் 


வகைக்கெழு 
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பெருக்கற் பலன் களின் பரவு விதியை ( distribution law ) 
அடிப்படையாகக்கொண்டு மற்ற சூத்திரங்கள் நிறுவப்படு 


கின்றன . 


( 3 ) 4 fu ) 


Lt ( f + Af ) ( u + Au ) - fu 
At - 0 

At 


Lt 


( fu + fAu + Afu + AfAu -fu 
( + 

- 
At 


- 


At - O 


ப 


Lt flu 
At - 0 { At 


++A4 " ) 


== 


dfu 
d ( fu ) = f du 

+ 
dt 

dt 

dt 


( 4 ) 


d 
It 


( u.v ) 


Lt 
At 


( u + Au ) ( v + Av ) - u.v 

At 


Lt 

u.v + u . Ay + u.v + Au / v - u.V 
At - 0 

At 


Au . Av 


Lt u.Av Au 

+ 
At + 0 At 


v + 


At 


> 


dv 


du 
+ 
dt dt 


( 5 ) மேற்கூறியதில் . க்குப் பதிலாக X என இட்டால் 


d ( u Xv) = u X dv 
dt 

dt + di 


du 

XV . 


என வரும் . பெருக்கற் பலன்களில் காரணிகளின் வரிசை 
அமைப்பை மாற்றக்கூடாது . 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


பயிற்சி 1 


1. u = e - i + log ( t + 1 ) j - tan t k என்றால் 


12 u 


( 1 ) 4 


( ii ) 


dau 
dt 


( i ) | " ( iv) 


dto 


என்பனவற்றின் மதிப்பை t = 0 எனும் இடத்துக் காண்க 
[ i , j , k என்பவை அலகு வெக்டர்கள் .) 


( விடை : ( i ) -1 - k ( ii ) i +2 j 


( iii ) 12 ( iv ) 15 


2. a = t i - t j } + ( 2t + 1 ) k 


b = ( 2t - 3 ) i + i - t k என்றால் 


d 
dt 


(i) + ( ab ) ( ii ) ( 8 x b ) ( i ) 4 a + b 
(iv ) * (** ) 

2 ) இவற்றின் மதிப்புகளை 1 = 1 எனும்போது 


காண்க . 


( விடை : ( i ) -6 ( ii ) 7j + 3 k ( iii ) 1 


(iv ) i + 6j + 2 k ] 


d 


- 


3. a = 5t i + tj - tek b = sin t i - cost j 
d 

d 
என்றால் ( i ) 

( ii ) (axb ) 

( iii ) 

dt 
இவற்றின் மதிப்புகளை இரண்டு வழிகளில் காணவும் . 


dt ( a.b ) 


dt (a.a ) 


4 . 


d 
ds 


( A.dge 


DA 
ds 


B )-ன் மதிப்புக் காணவும் . 


ds 


5 
. 


qX r 


d ( p.qXr ) = p.qx dr + p . dq + r + dr 
du du - du 

du 
என நிறுவுக . 


ஒரு திசையிலியின் ... 


வகைக்கெழு 


1 


d - u 


6. சுருக்குக : 4 (u - 


dvX 


dt2 


d r dr 
7 . + 2 + 5 r = 0 எனும் வகைக் கெழுச் சமன் 
di ? 

dt 
பாட்டின் ஒரு தீர்வு 


r = - { ci cos 2t + c2 sin 2t } 


என நிறுவுக . ( c ,, c , மாறா வெக்டர்கள் ) 


dr 


휩 


dr 
8 . +2 + Br = 0 எனும் வகைக் கெழுச் சமன் 
dt 

dt 
பாட்டின் தீர்வு , c , c , என்பவை மாறா வெக்டர்களாகவும் . 


/ 2² - Bi 


(i ) -3 > 0 ஆனால் = 


= 4 


+ 8 -Va - 3 


( ii ) -- > < 0 ஆனால் r = eat [ c , cos < /B > - at 


+ c sin VB - at ] 


(ii ) 4 _ge = 0 ஆனால் r = [ c , xc , t ) 


எனக் காண்க . 


கணக்கைப் 


9. மேற்கூறிய 

பயன்படுத்திக் கீழ்வரும் 
வகைக் கெழு சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க : 


der 


( i ) 


dr 
4 


- 5r = 0 


di ? 


dt 


d 

2dr 
T 

+ 
di 


dit rF 


de 

T 


(ii) a + a r = 0 


10. தீர்வு காண்க : 


du 
dt 


= 


dv 
dt 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


11. u = tº i - t j + ( 2 t + 1 ) k v = 

t j + ( 2 t + 1 ) k v = ( 2 t - 3 ) i + j - tk 
d 
என்றால் , I (u v ) - ன் மதிப்பை = 1 எனும்போது காண்க . 


12. r = 5t + t j 
என்றால் , 


tsk ; s = 

k ; s = ( sin t) i - ( cost ) i 


d 


( a ) for .s ) 


(b ) 1 ( r X s ) இவற்றைக் காண்க . 


13. r = a cos A t + b sin At என்பதில் a , b , மாறிலி 
களானால் , 


( i ) 


+ -A r = 0 


dt 


2 . 


dr 


( ii ) 


r X 


Aa X b எனக் காண்க . 


dt 


14. r = a en + be - nt 


என்பதில் a b n 


மாறிலி 


de r 


களானால் , 

ta - n " r = 0 எ 

எனக் காண்க 


1.4 


மாறா அளவுடைய வெக்டர் 


மாரு 


ப எனும் வெக்டரின் திசை மாறினும் , அளவு 
திருந்தால் , 


u . 


du 

= 0 ஆகும் . 
dt 


ரூபணம் : lu 


= uu 


uu 


d 


d 


* . dt lu | 2 


at ( u . u ) 


- . 


du . u + u 


du 
dt 


dt 


221 


du 
dt 


ஒரு திசையிலியின் 


வகைக்கெழு 
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Lu - மாறாதிருந்தால் ; அதன் வகைக் கெழு ( 1 எனும் 
மாறிலியைச் சார்ந்து ) பூச்சியமாகும் . 


அதாவது 


l 


du 
t 


இதன் மறுதலையும் . பொருந்தும் என வழிகளைத் திருப்பக் 
காண்கிறோம் . 


குறிப்பு : ப எனும் வெக்டரின் அளவு மட்டும் மாறா 
திருந்தால் அதுவும் ,. அதன் வகைக் கெழுவும் ஒன்றற் 
கொன்று குத்தாகும் . மறுதலையாக , 

ஒரு திசையிலியின் 
சார்பலனான 

வெக்டர் , அத் திசையிலி யைச் சார்ந்த 
வெக்டரின் வகைக் கெழு வெக் :டரும் குத்தானால் , வெக்டர் 
சார்பலனின் திசை மாறினும் , அளவு மாறாது . 


u X du 


1.5 


() என்பதின் பொருள் . 


di 


u . du 


O 


என்பதன் பொருளை மேலே 


dt 


கண்டோம் . 


du 
u + = 0 பொருளைக் கூறுவோம் . 

dt 


ன் சார்பலனான 

சார்பலனான வெக்டர் ஒரே திசையுடையதாக 
இருக்கத் தேவையான தும் போதுமானது மான நியதி , 


du 
u XX 

dt 


0 


u X du 
( அதாவது ப - ன் திசை மாறாதாயின் 

0 எனவும் , 

dt 
u X du 
= ( ) ஆனால் , ப திசை 

மாறாது 

எனவும் 
dt 
வேண்டும் . ) 


நிறுவ 


நிரூபணம் . u = u ( i ) e ஆகுக . e என்பது அலகு வெக்டர் 
( Unit Vector ) . 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


du 
dt 


due + u ae 
dt 

dt 


.. u X 


du 

due + u de 
= u e x | dt 

dt 
dt 


* 


. 


de 
= u e x dt 


கொண்டால் 


எனக் 


e 


( அளவிலும் 


மாறா 

வெக்டர் 

de 
திசையிலும் ) 0 

dt 


அதாவது u- ன் அளவு மாறினாலும் , திசை மாறா தாயின் , 


X 
u 


du 
= ) 
(0 எனக் காண்கிறோம் . 


di 


மறுதலை : u 


| X 


du 
dt 


= 0 என்றால் 


- 


de 


u ? e X 


() ஆனால் u + 0 ஆன தால் 


dt 


e X de 


u + 0 : 


0 


dt 


de 
ம் இணையாக இருக்கவேண்டும் | e | ! 


de 
dt 


ருக்கவேண்டும் பெ 


e -ம் 


] 


de 


அல்லது 1 = 0 [ e அலகு வெக்டராதலால் 

அது பூச்சிய 
மல்ல ) . e- ன் அளவு ஓர் அலகு ஆதலால் அளவு மாறுவதில்லை . 
( முன் தேற்றப்படி ) . 


re 

de 
= 0 அதாவது e- ம் -ம் 

-ம் குத்தாக வேண்டும் . 
dt 

dt 
ஆகவே 

இணையாக இருக்கமுடியாது . ஆதலால் , 


de 


- 


- ன் 


எனும் முடிவுக்கு வருகிறோம் . அதாவது e 
dt 
திசையும் மாறுவதில்லை . 


ஒரு திசையிலியின் 


..... வகைக்கெழு 


11 


அதாவது , 

du 
u X 

dt 


0 என்றால் , u- ன் திசை மாறாது . 


( அது ஒரு கோட்டிற்கு இணையாக இருக்கும் ) . 


1.6 . 


வரைகள் ( Curves ) 


முப்பரிமாண வெளியில் உள்ள 

வரைகளைப் 

பற்றி 
ஆராய்வோம் . ஏதேனும் ஒரு புள்ளி 0 வை ஆதியாகவும் , 0xyz 
எனும் 

ஒன்றற்கொன்று குத்தான மூன்று நேர்கோடுகளை 
அச்சாகவும் கொள்ள , ஒரு புள்ளியின் கார் டீசியக் கூறுகள் 
x , y , z ஆகும் , இவை ஒவ்வொன்றும் ( 1 ) எனும் மாறியின் 
சார்பலன் களானால் , அதாவது , 


x = x ( t ) ; = ) ( t ) , z = z ( i ) 


எனும் ஒரே மதிப்புடைச் சார்பலன்கள் -ன் ஒவ்வொரு 
மதிப்புக்கும் தரும் , ( x , y , z ) என்ற எண்களைக் கூறுகளாகவுடைய 
புள்ளித் தொகுதி ( Set or aggregate of points ) வரை எனப்படும் . 
1 எனும் மாறி துணை அளவி ( Parameter ) எனப்படும் . << b 
எனும் 

இடைவெளியில் t- க்குள்ள ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் 
வரையில் ஒரே ஒரு புள்ளியைத் தரும் . இந்த இடைவெளியில் 
* { t ) , ) ( t ) , z ( t ) என்பவை தொடர்ச்சியுடை ( Continuous ) 
சார்பலன்களானால் , வரையும் அந்த 

இடை வெளியில் 
தொடர்ச்சியுடையது எனப்படும் . 


t = a எனும் போதும் , t = b எனும்போதும் ஒரே புள்ளி 
வந்தால் , முனையிலா வரை அல்லது மூடியவரை ( Closed curve ) 
எனப்படும் . 


எடுத்துக்காட்டு : 
x = cost y 

= sint 

z = ) ( - TSST ) எனும் வரை 
யைக் காண்போம் . 


t = 1 , 


- * எனும் இரு மதிப்புகளும் ( - 1 , 0 , 0 ) 
எனும் ஒரே புள்ளியைத் தருகின்றன . 1 - ன் இடைவெளியில் 
உள்ள ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ஒரே புள்ளியை மேற் கூறிய 
சமன்பாடுகள் தருகின்றன . இங்கு வரை , ஆதியை மையமாக 
அலகு ஆரம் உள்ள வட்டம் ( முனையிலாவரை அல்லது மூடிய 
வரை ) என்பது எளிதில் புரியும் . 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


t = 2tan u என மாற்றினால் மற்றொரு துணை அளவிச் 
சமன்பாடு இதே வட்டத்திற்குக் காணலாம் . அதாவது 


2u 


1 - u 
1 + u 


| 


I 


1 + u 


( - 0 < u < on ) . 


2 


( இங்கு 


dt 
dt 


= 


| + > 0 என்பதைக் காணவும் .] 


பொதுவாக x = x ( t ) , y = } ( t ) z 

x ( t ), y = y ( t ) z = z (t ) எனும் வரையில் 
சாதாரணப் புள்ளி ( Ordinary point ) t- ன் ஒரு மதிப்புக்கு 
இருக்க 

வேண்டுமானால் x ( t ) , 3 ( t ) , z ( t ) எனும் வகைக் 
கெழுக்கள் இருக்கவும் வேண்டும் ; அவை தொடர்ச்சி உடைய 
தாக இருக்கவும் வேண்டும் . அன்றியும் ஏதேனும் 

. ஒரு 
வகைக் கெழுவாவது t - ன் அந்த மதிப்புக்குப் பூச்சியமாக 
இல்லாதிருக்க வேண்டும் . 


இவ்வாறு சாதாரணப் 

புள்ளிகளால் மட்டுமே ஆன 
வரையின் வில் ( ஓர் இடைவெளியில் ஒழுங்காக ( smooth ) இருக் 

( 
கிறது எனப்படும் . 


துணை 


- 


1 எனும் துணை அளவியிலிருந்து u எனும் 
அளவிக்குச் சமன்பாட்டை மாற்ற , t = ; ( u ) எனும் தொடர்பைப் 
பயன்படுத்தலாம் . 


அப்போது asts எனும் இடைவெளி < u < B என 
மாறும் . 


இங்கு a ( d ) b = ( B ) . அல்லாமலும் இடைவெளியில் 
ஓ ( u ) > 0 எனவும் , ( u ) தொடர்ச்சியுடையதுமாக இருக்க 
வேண்டும் . 


[ p ( u ) < 0 என்றால் - ( u ) இறங்கு சார் பலனாகும் ; இடைவெளி 
B s u < 4 ஆகும் . ) 


dzz 


dy 


dx 


dz 


49 (w ) 42 


ஓ ( u ) at 


ஓ ( u ) 


du 


du 


dt 


ஒத்த மதிப்புக்குப் புள்ளி சாதாரணப் 


ஆனதால் ( u ) -ன் 
புள்ளியே யாகும் . 


= 


ஒரு திசையிலியின் 

...... வகைக்கெழு 
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இலக்கணங்களைக் கூறி 


( இவ்வாறு ஒழுங்கு வரையின் 
னோம் . ) 


1.7 வரையின் வெக்டர் சமன்பாடு 

மூன்று திசையிலிச் சமன்பாடுகளால் கூறுவதற்குப் பதிலாக 
வெக்டர் சமன்பாடு ஒன்றினால் மட்டும் கூற முடியும் . 


அதாவது மூன்று சமன்பாடுகளையும் தொகுத்து ஒரு சமன் 
பாடாகக் கூறுகிறோம் . 


புள்ளியின் நிலை வெக்டர் r என்றால் 

r = xi + yj + z k ஆகும் . 
ஆனால் x = x ( t ) , 

( t ) , < = z ( t ) ஆன தால் 
r எனும் வெக்டர் -ன் சார் பலனாகும் . 


2 = 2 ( 1 


. 


வரையின் சமன்பாடு r = r ( i ) என ஆகிறது . 


0 என்பது ஆதியாகவும் , P என்பது r நிலை வெக்டருள்ள 
வரையின் மேலுள்ள புள்ளியுமானால் 


OP = r ( t ) ஆகும் . 
1.8 வரையில் ஒரு புள்ளியில் உள்ள தொடு கோட்டு 

வெக்டர் ( Tangent Vector at a point on the curve ) 


A 


Ao 


r 


* 


. 


ro / 


Po 


படம் 1 . 


r = r ( t ) எனும் சமன் பாடு தரும் வரையில் t = t எனு 
மிடத்துள்ள புள்ளி P. ஆகுக . 


it + At எனுமிடத்து P.- க்கு அடுத்த புள்ளி P ஆகுக . 
[ a < t < b எனும் இடைவெளியைக் கொள்வோம் . ] 0 என்பது 
ஆதியாகுக . 


. 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


. 0P . - 


OP . = r (t ) OP = r (t + Al ) = r ( 1 ) + AT 


P. P 
At 


}} 


Δ και 

i + 
At 


At 


j + 


k 
At 


t - t . ஆகும் போது 


dz 


d x 

1 + 
d t 


-- 


k 


a t 


வரையில் உள்ள சாதாரண புள்ளிகளில் மூன்று வகைக் 
கெழுக்களில் ஒன்றேனும் பூச்சியமல்லாது இருக்குமாதலால் 
T + 0 


: t – to எனும் போது P. P எனும் கோட்டின் எல்லை நிலை 

dr 
P. வழியாக எனும் வெக்டருக்கு இணையான கோடாகும் ;; 

d t 
ஆனால் , கோட்டின் எல்லை நிலை P , A , எனும் P.- ல் உள்ள தொடு 

dr 
கோடா தலால் எனும் வெக்டரை வரைக் ; P. 
d t 

எனும் 
புள்ளியில் உள்ள தொடு கோட்டு வெக்டர் ( T ingent Vector ) 
என வழங்கப்படுகிறது . 


r 


படத்தில் At > 0 . 

. 


--- 
= P.P. P.A 


என்பது 


P.P- ன் 


அதாவது 


நேரெண் 


மடங்காகும் 


( Postive multiple ) . 


At 


At < 0 என்றால் , 


P.P- ன் 


எ தி ரெண் மடங்காகும் . 


At 


P ; A- ன் திசை எதிர் மாறாகும் . எவ்வாறாயினும் P.A என்பதன் 


எல்லை நிலை t " > அதிகரிக்கும் - திசையில் உள்ள P.A , எனும் 
தொடு கோடாகும் . 


ஃ . 


d t 


dr 
r = r ( t ) எனும் வரையில் என்பது எல்லாச் சாதா 
ரணப் புள்ளிகளிலும் t அதிகரிக்கும் திசையில்உள்ள தொடு 
கேட்டு வெக்டராகும் . 


ஒரு திசையிலியின் ....... வ 
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எடுத்துக்காட்டு : x = t + 1 y = At - 3 z = 21 -6t 


எனும் வரைக்கு t = 2 எனுமிடத்துள்ள தொடு கோட்டின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க . 


[ a எனும் நிலை வெக்டர் உள்ள ஒரு புள்ளி வழி b எனும் 
வெக்டருக்கு இணையாகவுள்ள நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 
r - a = A b ஆகும் . A என்பது துணை அளவி ( Parameter ) , ]) 
இதைப் பயன் படுத்துவோம் . 


. 


t = 2 எனும் இடத்துள்ள புள்ளி ( 5 , 5 -- 4 ) ஆகும் . 
அதாவது அதன் நிலை வெக்டர் a = 5 + 5j - 4k . 

dr 
தொடு கோட்டுக்கு இணை வெக்டர் ( t = 2 எனுமிடத்து ) 

dt 


dr 


dy 


dz 


da 

i + 
di dt 


j + 


k 


dt 


21 + 4 j + (41 - 6 ) k 


t = 2 என்றால் , 1 

4r = = 4i + 4 j + 2 k . 


.. 


.. 


( xi + y + zk ) - ( 5 + 5j - 4k = ( 41+ 4 j + 2k ) 


- 


* 

- 5 
4 

4 
கோட்டின் சமன்பாடாகும் . 



* 


2 + 4 

2 


என்பது தொடு 


( குறிப்பு : மேலே 

விரிவாக 

வழி எழுதியுள்ளோம் . 
சடன் பிரிவுகள் t = 2 எனுமிடத்து ( 4 , 4 , 2 ) ஆகவே x -- 5 , 
dt 
1 - 5 , z + 4 இதன் மடங்குகள் . 


5 


- 5 


> 


2 + 4 

என எழுதலாம் . ] 
2 


1 


4 


1.9 . அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர் . ( Unit Tangent 

Vector ) 
வரையின் சமன்பாடு ty எனும் 

r ( 1) ஆகுக . t = a எனும் மதிப்பு தரும் எனும் 
நிலை வெக்டருடைய வரைமேல் உள்ள புள்ளி A - லிருந்து 


துணை 


அளவியில் 


T 


a 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


r எனும் நிலை வெக்டர் தரும் P எனும் புள்ளிக்கு வரையின் நீளம் 
5 ஆகுக . 


அப்போது 


S 


Vx ( t ) + (t ) - 2 (1 ) dt 


- [ 0 + 50 
- 12 


dt 


(ast b ) 


( இது ஒழுங்கான வரையின் நீளத்தைத் தரும் சூத்திர 
மாகும் . தொகை நுண் கணிதத்தில் கூறப்பட்டுள்ளது . ) 


ds 
dt 


dr 


= 


| 


0 


dt 


: s என்பது -ன் தொடர்ச்சியுறு சார்பல நகும் . ஆகவே , 
t ஐயும் 3 - ன் தலைகீழ்ச் சார்பலனாகக் கூறலாம் . 


. 


* r = r ( 1 ) என்பதை ‘ t -லிருந்து ( ) எனும் துணையள 
விக்குத் தொடர்ச்சியுறு சார்பலனாக மாற்ற முடியும் . 


r = r ( 9 ) ஆகுக . 


dr 
அப்போது 

என்பது தொடுகோட்டு வெக்டராகும் .. 


dr 


ds 


// 


| 


என்பதிலிருந்து 


ds 
ஆனால் , 
வருகிறது . 


dr 
ds 


1 


என 


dil 


ds 


ஒரு வரையின் சமன்பாட்டை , அதன்மேல் உள்ள ஒரு 
புள்ளியிலிருந்துள்ள , வரை வழித் தூரம் ஐத் துணையளவியாகக் 
கொண்டு சமன்பாட்டை r = r ( s ) எனக் கூறினால் , 
dr 

என்பது அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர் ( Unit Tangent 
ds 
Vector ) ஆகும் . இதை T எனக் குறிப்போம் ( t எனவும் சில 
நூல்களில் குறிப்பது வழக்கம் ) . 


IN 


ஒரு திசையிலியின் ...... வகைக்கெழு 
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குறிப்பு : P. எனுமிடத்து P. P என்பது நாண் ஆகுக . 


P. P = Ar ஆகுக . P. P எனும் வில்லின் நீளம் A s ஆகுக . 


IATI = 14 


AS 


dr 
As + ( ) ஆகும்போது இதன் எல்லை = 1 ஆகவே ஒரு 

ds 
நாணின் நீளத்திற்கும் , அது தாங்கும் வில்லின் நீளத்திற்கும் 
உள்ள விகிதம் , வில்லின் நீளம் ) வை அணுகும்போது 1 ஐ 
அணுகும் . 


[ அதாவது முதற்படி நுண் எண்களை மட்டும் கொண்டால் 
சிறு வில்லின் நீளம் , நாணின் நீளமாகும் . ) 


1.10 . 


அலகுத் தொடுகோட்டின் திசைக்கோணங்கள் ; 


= x i + y i + z k 


dx 


dz 


T - 


= 


dr 
ds 


-- 


dy 
i + 

ds 


k 


j + 


ds 


ds 


Ti 


dx 
ds 


Tj = 


dy 
ds 


dz 
T R = 1 


.. T- ன் திசைக் கோசைன்கள் அதாவது , j , R திசை 
களுடன் T எனும் திசை ஏற்படுத்தும் 

கோணங்களின் 
கோசைன் விகிதங்கள் முறையே 

dx dy dz 

ds 


குறிப்பு 1. R எனும் அலகு வெக்டரைக் கொள்வோம் . 


| Ri = 1 ஆனால் திசை மாறலாம் . திசையைக் கோணத்தில் 
ரேடியன் அளவையில் சொன்னால் R என்பது 10 என்பதன் 
சார்பலனாகும் . r = R ( 0 ) என்பது ஆதியை மையமாகவும் , 
அலகு ஆரமுள்ள வட்டமாகும் . 


வில்லின் 


நீளத்தை 


8 = 0 எனும் இடத்திலிருந்து 
அளந்தால் , நீளம் s = 0 ஆகும் . 

வெ.நு. - 2 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


R 


dR 
dg 


dR 
0 ஆனதால் , 


r 


எனும் வெக்டருக்குக் 


de ) | 


dR 
குத்தாகும் . = P என்றால் , 

dg 


P = R ( 


= R 10 + 


+ ) 


dP 
do 


R ( 9 + x ) = - R என வரும் . 


குறிப்பு 2 . 

ஒரு 

சமதள வரையை அதன் கோண தூரக் 
கூறுகளில் ( Polar Coordinates) r = f ( a ) என்போம் . 


T 


வெக்டர் சமன்பாட்டில் 
r = r R ( C ) எனலாம் . 


P 


( 9 திசையில் R அலகு வெக்டர் ) . 


P 


S ஐச் சார்ந்த வகைக் கெழு 


காண : 


R 


T 


dr 
ds 


rdR do 
R ( 6 ) + 
ds 

dgids 


படம் 2 . 


dr 
ds 


r do 
+ R. 

ds 


P 


!! 


. R T = 


dr 
ds 


|| 


P. T = 


do 
ds 


|| 


. ( i ) புள்ளிக்குள்ள ஆரைக்கும் , தொடுகோடு 

dr 
கோட்டுக்கு மிடையேயுள்ள கோணம் என்றால் cos - 

ds 


( ii ) - புள்ளியில் ஆரையின் குத்துக் கோட்டிற்கும் , தொடு 
கோட்டிற்கு மிடையேயுள்ள கோணத்தின் கோசைன் விகிதம் 


r do 
ds 

; அதாவது sin - 


i do 
ds 


ஒரு திசையிலியின் 

சயிலியின் ... 
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1.11 . முக்கிய செங்கோடும் , வரையின் வளைவும் ( Principal 

normal and Curvature ) 


( rectifiable 


வில்லின் நீளம் 

கணக்கிடமுடியும் வரை 
curve ) யின் சமன்பாடு = r ( s ) ஆகுக . 


P வரையில் ஒரு புள்ளியானால் , 0 ஆதியானால் , 


OP = r ஆகும் . 


dr 
P - ல் = T என்பது அலகுத் தொடுகோட்டு வெக்டர் 

ds 
( Unit Tangent Vector ) . T - ன் நீளம் - அதாவது அளவு - 

dT 
மாறாதாகையால் என்பது T- க்குக் குத்தான வெக்டராகும் . 

ds 
dT 
P வழி , - எனும் வெக்டர் திசையில் உள்ள கோடு , வரைக்கு 
P- ல் உள்ள முக்கிய செங்கோடு எனப்படும் . 


(வரை முப்பரிமாண வெளியில் அமைந்துள்ளது . P வழி 
T- க்குக் குத்தாக ஒரு சம தளம் உள்ளது . இத் தளத்தில் 
அமையும் கோடுகள் யாவையுமே செங்கோடுகள் எனலாம் . 

dT 
ஆனால் , திசையில் அமையும் செங்கோட்டைத் தலையாய 

ds 
செங்கோடு அல்லது முக்கிய செங்கோடு ( Principal Normal ) 
என்கிறோம் . ) முக்கிய செங்கோட்டுத் திசையில் 
அலகு வெக்டரை N எனக் குறிப்போம் ( n எனவும் குறிப்பது 
வழக்கம் ) . அப்போது , 


உள்ள 


dT 


== 


Ke 


ds 


இங்கு ட் (இதை ‘ கப்பா ) என வாசிக்கவும் K எனும் 
எழுத்துக்கேற்ப கிரேக்க எழுத்தாகும் ] நேர்த்திசையிலி 
எண்ணாகும் ( non negative scalar ) . இது வரையின் வளைவு ? 
( Curvature ) எனப்படும் . [ Curvature என்பதை வாசிக்கும்போது 
முதல் சப்தம் K சப்தமா தலால் , K எனும் எழுத்தால் வளைவு 

1 
அளவு தரப்படுகிறது ) . 

KK 

= p என்றால் p [ இதை ரோ என 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


என்பது வளைவு ஆரம் ( Radius of curvature ) 


வாசிக்கவும் ) 
எனப்படும் . 


1-12 ஃப்ரெனெட் சூத்திரங்கள். ( Frenet s formula ) 

TXN எனும் வெக்டரை B எனக் குறிப்போம் . P எனும் 
புள்ளியில் T , N , B எனும் ஒன்றற்கொன்று குத்தான அலகு 
வெக்டர்கள் வலஞ்சுழி மரபை ஒட்டி ( Dextral or right handed 
rule ) அமைந்து P எனும் முனையைக்கொண்ட முப்பட்டை 
(( Trihedral ) யாகிறது . P வரையில் நகரும்போது இதுவும் 
நகருகிறது . P- ல் B எனும் வெக்டரின் திசையில் அமைந் 
துள்ள செங்கோட்டை இரட்டைச் செங்கோடு ( Binormal ) என் 
கிறோம் . இதன் திசையில் உள்ள B எனும் அலகு வெக்டர் 
" அலகு இரட்டைச் செங்கோடு ( Unit Binormal ) எனப்படும் . 


B அலகு வெக்டராதலால் 


dB 

( # 0 ஆனால் ) B-க்குக் குத்தாகும் . 
ds 


B = TXN ஆன தால் , 


dB 
ds 


d T 

TXIN 
X N + 

( ஆனால் 
ds 

ds 


dT 
ds 


HEN 


d T V = 0 ) ஃ 

4B = TY IN 


ds 


ds 


ds 


dB 

ஆனது T- க்கும் குத்தாகும் 
ds 


.. 


B- க்கும் T- க்கும் குத்தாகவுள்ள வெக்டர் N ஆகும் . 


d B , N- ன் மடங்காகும் . 
ds 


d B 
ds 


= 


-TN என்போம் . 


ஒரு திசையிலியின் 


வகைக்கெழு 
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[ T என்பதை டோ என வாசிக்கவும் . இது ஆங்கில 
எழுத்து T- க்கு ஒத்தது . ] T என்னும் திசையிலி P- ல் வரையின் 
முறுகினை ( Torsion ) அளப்பதாகும் . [ Torsion- முறுகு ) 


குறிப்பு : T > 0 என்றால் - 4,B- ன் திசை N- க்கு எதிராகும் . 


ds 


P வரையில் 1 அதிகரிக்கும் திசையில் நகரும்போது T ஐச் 
சுற்றி B , வலம்புரித் திருகு T திசையில் முன்னேறும்போது 
சுழல்வது போன்று சுழலும் . கீழே படம் பார்க்கவும் .. 


1 


N 


P 


T 


B 


படம் 3 . 


dN 
இப்போது என்ன என்பதைப் பார்ப்போம் . 

ds 


N 


BXT 


T , N , B என்பவை ஒன்றற்கொன்று 
குத்தான அலகு வெக்டர்களாதலால் ] 


IN 
ds 


dB 

d T 
X T + BK 
ds 

ds 


- TNX T + e B X N 


ஆனால் NX T = - B ; BX N = - T 


dN 
ds 


IN 


T B - R T 


சூத்திரங்களைத் தொகுத்துக் கூறுவோம் . 


]] 


d T 
ds 


EN 
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வெக்டர் நுண் கணிதம் 


IN 
ds 


= 


-T 


+ TB 


dB 
ds 


--TN 


இவை ஃப்ரெனட் சூத்திரங்கள் எனப்படும் . முப்பரிமாண 
வெளிவரைகளை ஆராய்வதில் அடிக்கடி பயன் படும் சூத்திரங் 
களாகும் . 


( 8 என்பது டார்போ ( Darboux ) வெக்டர் எனப்படும் .) 


8 = TT + KB ஆகும் . 
அப்போது ஃப்ரெனட் சூத்திரங்கள் கீழ்வருமாறு 
d T dN 

d B 
= 8x T 

8 X B 
ds ds 

ds 


8 X N 


என எளிதாகக் கவனம் பண்ணும் வகையில் அமைகின்றன .) 


குறிப்பு 1 : T , N அடக்கும் தளம் கொஞ்சும் தளம் 
( Osculating Plane ) அல்லது வளைவு தளம் ( Plane of Curvatvre ) 
எனப்படும் . 


1 


குறிப்பு 2 : 


என்பதை ச எனக் குறிப்பது வழக்கம் . 


T 


ச என்பதை முறுகு ஆரம் ( Raduis of Torsion ) என்பர் . 
* என்பது நேரெண்ணாகும் . நேர்கோட்டில் k = 0. * எதி 
ரெண்ணாகாது . ஆனால் T நேரெண்ணோ அல்லது எதிரெண் 
ணோவாக இருக்கலாம் . 


வரையின் 


எல்லா 


இடத்தும் 


குறிப்பு 3 : ஒரு 
என்றால் 

d B 

= 0 ஆகும் . 

ds 
வெக்டர் . 


, B திசையிலும் அளவிலும் மாறாத 


ஆனால் B.T = 0 


dr 


B. 


0 


ds 


ஃ . B. ( r - r ) 


O 


ஒரு திசையிலியின் 


வகைக்கெழு 
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. 


B- க்குக் குத்தான தளத்தில் வரை அமைகிறது . அது 
சமதள வரையாகிறது . முறுகு இல்லாத வரைகள் 

சமதள 
வரைகளாகும் . 


1.13 . 


வளைவு , முறுகு இவற்றின் சூத்திரங்கள் வெக்டரில் 
r = r ( t ) எனும் வரைக்கு 


ir x r | 


K 


( ii ) T = 


r Xr. r 
Irxrl² 


எனக் காண்க . [ என்பது ஐச்சார்ந்த -ன் வகைக்கெழு ) 


dr ds 
ds du 


= T 


IT 
r = S T + s . 

ts 


S 


S T = scN 


ST + s N + 1255x + 5 ) N 

+ ( – eT + TB ) 
= ( s- * " ) T + ( 3sse + e ) N + seTB 
( i ) rxr = * e B 

: ii + r ) = | * | e ii = 1 ] 


B 


| r xr | 

Tri 


|| 


K . அல்லது 


Tri 


9 


| rxr | 


- 


( ii ) r xr . r = scB . r 


= 5 


r + r . r 


= T. 


Ir xri 
குறிப்பு : T. B இவற்றின் திசைகள் , x r என்பவற்றின் 
திசைகள் எனக் காண்கிறோம் . 


24 


வெக்டர் நுண்கணி தம் 


அதன் 


N = BX T அல்லது - TX B என்பதிலிருந்து 
திசை ( x 1 ) என்பதன் திசையாகும் . 


கணக்கு 1. x = 3 cost , y = 3 sin t , z = 4 t 


எனும் வரைக்கு ( a ) அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர் ( 5 ) 
முக்கிய அலகுச் செங்கோடு - ( c ) வளைவு ( d ) இரட்டைச் 
செங்கோடு ( e ) முறுகு இவற்றைக் காண்க . 


( இந்த வரை வட்ட ஹெலிக்ஸ் என வழங்கப்படும் ) 


தீர்வு : 


r = 3 cost i + 3sin tj + 4 t k 


NH 


12000) 


-y 


C 


வட்ட ஹெலிக்ஸ் ( வட்ட உருளையின் மேலே அமையும் திருகு வரை ) 


3 sin t i + 3 cos / j + 4 k 


1 


r = -3 cost i - 3 sin ti 


r = 3sin ti - 3 cos t 


ds 


T = T * - ** - * + + 


t 


Y 


ds 
di 


di 
at 


벨 


= ( -- sin t) + (3cos t}" + 16 = 5 


. 


25 


ஒரு திசையிலியின் ...... வகைக்கெழு 


.. 


T = 1 { - 3sinti + 3 cos t j + 4 k } 


= N = T - TAT 


k 


ds 


dT 

} 
= } { - 3 cost i - 3 sin t j } 
as 


11 


5 


dt 


dT 


* { 


cos t i - 3 sin t j } 


ds 


d T 


3 
25 


// 


1 

v9 cos / + ) sin t 
25 


ஃ . 


C 


ஃ N 


25 1 
325 

{ - 3 cost i - 3 sin t j } = { - cost j + sin t j } 


B = T XN 


= { - : sin ti + : cos t j + $ k } 


X { - cost i - sintj + 0k } 


= * sint i -- + cost j + * k 


ds 


dB 


= 


- TN 


dB 
ds 


d - B 
dt 


-- 


ds 


dt 


d B 


1 { 4 

cos t i + 4 sin.tj } 
25 


|]] 


- T ( -cost i – sin t j ) 


ds 


ஃ . T 


-- 


4 
25 


மாற்று வழி : 

[ k , T மட்டும் காண அவற்றின் சூத்திரங்களைப் 
படுத்தலாம் . 


பயன் 


| rxr | 


KC 


| r 


| 


8 


-- 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


T 


= 


txr . " 
ir xris 


இவற்றைப் பயன்படுத்திச் சரி பார்ப்போம் . 


[ வெக்டர்களை 

அதன் 

பிரிவுகளாக எழுதும் போது , 
r = x i + y j + zk என எழுதுவதற்குப் பதிலாக r = [ x , y , z , ] 
என வரிசை அணியாக ( Row matrix ) எழுதுவோம் . இதனால் 
j , j , k என்பவற்றை மீண்டும் மீண்டும் எழுதுவது தவிர்க்கப் 
படும் ) . 


{ 3 cos t , 3sin t 4 t } 


r = { - 3 sin t , 3 cos t , 4 } 


r = { - cos t , -- 3sin t , 0 } 


{ sin t , - 3 cos t , 0 } 


:: ir 

| r | = 19 sint + 9 cos t + 16 = 5 . 


rxr = { 12 sin t , - 12 cos t , a } 





. 


ir xri 


1144 sin 2 + 144 cos 2/ + 8 = 15 


. 


11 


15 
125 


= 


Irx i 
Iris 


3 
25 


KC 


rxrr= 36 


rxrxE 


== 


36 
15 X 15 


== 


4 
25 


T 


2 


| rxr1 


ஒரு திசையிலியின் ...... வகைக்கெழு 
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கணக்கு ( 1 ) குறிப்பிலிருந்து T- ன் திசை r என்பதாகும் . 


ஃ T = } - 3 sin 1 , 3 cos t , 4 } 


B- ன் திசை r X r என்பதன் திசை 


ஃ 


B = 


* { 12 sint , - 12 cos 1 , 9 ) 


அல்லது B = } { 4 si : nt , - 4 ( ns t , 3 } 


NN = - TX B என்பதால் 


ஃ . N 

N 


= 


5, { 25 cos 1 , 25 sin 10 ) 


N 


= 


{ cost , sin t , 0 } 


கணக்கு 2 : 


t 


x = 2 y = 


= 


= 


எனும் முறுகிய முப்படி வரைக்கு 


( Twisted cubic ) 


t = 1 எனுமிடத்து T , N , B , K , - இவற்றைக் காணவும் 
இவற்றுடன் கொஞ்சும் தளத்தின் சமன் பாடு காணவும் . 


தீர்வு : 


வரையின் சமன்பாடு r = r ( 1 ) = { 21 , ? , } 


: / = {2 , 2! t " } 


= { 0 , 2 , 21 } 

, , 


r = { 0 , 0 , 2 } 


1 


. 
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/ 


\ r = 1/p | 

வெக்டர் நுண் கணிதம் 
ஃ . 1 = 1 எனுமிடத்து r = { 2 , 2 , 1 } 

{ 2 , 2 , 1 } . Ir ! 

r = 3 
" = { 0 , 2 , 2 } 

r = { 0 , 0 , 2 } 
: rxr = { 2 , - 4 , 4} : | 

| rxr | = 6 
: T = } { 2 , 2 , 1 } B = ! { 2 , - 4 , 4 } = 1 { 1 , - 2 , 2 } 
. B = } { 1 , - 2 , 2 } 
: N = - } { 6 - 3 - 6 } = 1 { -2 , 1 , 2 } 
ir xil 
6 2 

rxr . 

2 
27 

36 

|rxr| 
கொஞ்சும் தளத்தின் செங்கோடு B ஆகும் . அது ( 2 , 1 , 3 ) 
எனும் புள்ளி வழி ( 1 , -- 2 , 2 ) எனும் கோட்டிற்குக் குத்தாக 
உள்ளது . 

அதன் சமன்பாடு ( x - 2 ) - 2 | y - 11 ) + 2 ( 3-4 ) = (0) 
ஆகும் . 

[ a எனும் நிலைவெக்டர் உடைய புள்ளி p எனும் வெக்ட 
ருக்குக் குத்துத் தளத்தின் சமன்பாடு ( r - a } . p = 0 ] 

பயிற்சி 2 
கீழ்வரும் வரைகளுக்கு ( i ) வளையாரம் - ( ii ) 

p முறுகு T 
காணலாம் . 

( 1 + 2t2 ) 
1. ( i ) x = t 

2 


8 


== 


= 


|| 


T 


> 


K 


// 


வO 


1 
. 


2 


|Iris 





ஒரு திசையிலியின் ......... வகைக்கெழு 
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a + 22 


( ii ) 


x = d cost 


y = a sint z = bt . 


-- 


+ ) 


T = bla + 5 


( iii ) 


x = a ( 3t - 1 ) ) = 3 at- 2 = a ( 3 +1 ) 

1 
K ==3a ( 1 + t ) 


[ == r = 3 [ + ] 


2. மேற் கணக்கில் ( i) - ல் உள்ள வரைக்கு t = 1 எனு 
மிடத்து T , N , B காண்க . 


t 


3. x = 4 


-t 
y = e 


< = 2 t எனும் வரையில் 


e = -- T = < 2 ( c + } எனக் காண்க . 


11 


21 +1 


t 


4 . 


y = 


Z = t + 2 


t - 1 


எனும் வரைக்கு t எனும் புள்ளியில் 

முறு கைக் காண்க . 
விடையிலிருந்து தெரிவது என்ன ? 


[T = 0 , வரை சமதளத்தில் உள்ளது . அதன் சமன் பாடு 
- x - 31 + 3z = 5 ] . 


5. x - 3 cos t , y = 3 sin f ; z = 4t எனும் வரைக்கு t = x எனும் 
இடத்து , ( i ) தொடு கோட்டு வெக்டர் ( ii ) முக்கிய செங் 
கோட்டு வெக்டர் ( iii ) இரட்டைச் செங்கோட்டு வெக்டர் 
இவற்றின் சமன்பாடு காண்க . 


[ r = ro + AT .; r = r + AN . r = ro + A B. 
என்பவை முறையே வெக்டர் சமன்பாடுகள் ) 


(விடை தொடுகோடு : 


3 ; ) 


11 


-3t , z = 4 x + 4t 


முக்கிய செங்கோடு : 


3 + y = 4 * z = 0 


இரட்டைச் செங்கோடு : 


- 


3 ; } | 


47+ 4t z = xt] 


6 , ஒரு வளை வரையின் ஏதேனும் புள்ளியில் உள்ள t எனும் 
அலகுத் தொடுகோட்டு வெக்டரும் 1 எனும் முக்கிய செங் 
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வெக்டர் நுண்கணி தம் 


கோட்டு வெக்டரும் முறையே ஒரு குறிப்பிட்ட நேர்கோட்டுடன் 
g , ¢ எனும் கோணச் சாய்வில் இருந்தால் 


sin gd a 
sin o do 


111 


-- என நிறுவுக . 


T 


1.14 சமதள வரைகள் : ஒரு வரைக்கு முறுகு T = 0 
என்றால் அந்த வரை ஒரு தளத்தில் அமைய வேண்டும் எனக் 
கூறினோம் . பக்கம் 22 , குறிப்பு 3. ] 


T 


அப்போது 

KN dN 

cT B என்பது தளத் 
ds ds 

dN 
திற்குக் குத்தான நிலை வெக்டர் . 

LT + TB 

ds 
எனும் ஃப்ரெனட் சூத்திரத்தில் T = () என்பதைப் பதிலிட 
வருகிறது ) . 


( 


வரையின் வளைவு : தளத்தில் உள்ள 

ஏதேனும் ஒரு 
கோடு 0X உடன் P- ல் உள்ள தொடுகோட்டு வெக்டர் T , 


1 


Y 


புடம் 5 . 


கோண 

சாய்வில் உள்ளது என்போம் . ( அதிகரிக்க , 
அதிகரிக்கும்படி இருக்க வேண்டும் . ) 


T d4 


d 

T 
ds 


dets as 


d | 


= N 

N ( பக்கம் 17 


ஆனால் T அலகு வெக்டராதலால் 

ds 
குறிப்பு 1 பார்க்கவும் . ) 


C 


+ ) 
ஒரு திசையிலியின் ...... வகைக்கெழு 

31 
dT ds 
.N 

= cN 
ds 

ds 
ds 

ds 
அல்லது p = 

( i ) 
ds 

des 
( சமதள வரையில் ஏதேனும் ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளியி 
லிருந்து P எனும் புள்ளிக்குள்ள வில்லின் நீளம் - ஆகவும் , 
P- ல் உள்ள தொடுகோடு , ஏதேனும் ஒரு நிலைக் கோட்டுடன் 
* கோணச் சாய்விலும் இருந்து வரையின் சமன்பாடு = f ( 4 ) 
என்று தரப்பட்டால் அது வரையின் ‘ வில் திசைக் கூறுச் 
சமன்பாடு ( intrnisic equation ) எனப்படும் . எடுத்துக் காட்டாக 
கயிற்று வளை ( Catenary ) யின் வில் திசைக் கூறுச் சமன்பாடு 
F = c tall . 
உருள் வளை ( Cycloid ) யின் சமன்பாடு s = 4 c tan 

ds 
இவற்றின் 

வளைவு 

எனும் சூத்திரத்தால் தரப்படு 

ds 
கிறது . ) 
வளை வின் மற்ற இரு சூத்திரங்கள் 

ஒரு சமதள வரையின் சமன்பாடு துணை அளவியில் 
( i ) x = x ( t ) y = y ( 1 ) எனத் தரப்பட்டால் 
[ x , y , 0 ] r = 
= [ x , ) , 0 ] 

[ x | 0 ] 
: | x 

= [0 0 , y * ] 
: / + x ! -T ;; - ; || 
| xr | = | x ; - x ;" | 

( x + 2 ) 

3 
TI ( * + * ) 


r 


r 


( ii ) 3 - f ( x ) என நேரடியாகக் கார்டீசியக் கூறுகளில் 
தரப்பட்டால் இதை , 
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x = t ) = f ( t ) என துணை அளவியில் கூறலாம் . 


. 


ஃ x = 1 

x = 1 y = f ( t ) = f ( x ) = ) 


, 


0 


தே போல ) = 


K 


|| 





> 


( 1 + y ) ) 


--- 


(2 ) ) 


dy ) 
dx , 


11 


d ? Y 


dx 


1.15 . கோண தூர 

உறுப்புகளில் வளை வின் சூத்திரம் 
( Curvature in Polar Coordinates) 

f ( a ) என்பது வரையின் சமன்பாடு ஆகுக . 0 என்பது 
ஆதியாகவும் , P ( r , G ) வரையில் புள்ளியுமாகுக . 0P திசையில் 
அலகு வெக்டர் . ன் 

R ஆகுக . 0 - வுக்கு P- ன் நிலைவெக்டர் 
r என்றால் , சமன்பாடு வெக்டரில் r = r R ( O ) என எழுதலாம் . 

dR 
do 

எனும் வெக்டர் P எனும் R- க்குத்தான அலகு வெக்ட 
ராகும் ( பக்கம் 17 குறிப்பு 1 ] 


* = r R + r P 


r = ( r - 1 ) R + 2 iP 


ஃ 


| | | = [ v * + *) 
x ; - | 2i +r- 
2 + + + - // = r + 27 - 

( r + + ) 


ஃவ 
வளைவு 


을 


( r + ? ) 


2. சரிவு , பாய்வு , சுழல் 


( Gradient , Divergence, Curl ) 


I சரிவு 


2.1 . தலப் பரப்புகள் அல்லது தலங்கள் ( Surfaces ) 

முப்பரிமாண வெளியில் ‘ வரை ( curve ) என புள்ளித் 
தொகுதியை ஆராய்ந்தோம் , புள்ளிகளின் x , y , 2 கூறுகள் ஒரு 
துணை அளவி ( 1 ) -ன் சார்பலனானால் , ( மாறும்போது வரும் 
புள்ளித் தொகுதி வரை எனப்படும் என்று கூறினோம் . 

புள்ளிகளின் x , y , z கூறுகள் ஒவ்வொன்றும் இரண்டு துணை 
அளவிகளின் ( u , I என்போம் ) சார்பலன்களானால் , அவற்றின் 
மதிப்புகள் மாறுந்தோறும் வரும் புள்ளித் தொகுதி தலப்பரப்பு 
அல்லது சுருக்கமாகத் தலம் (surfaces ) எனப்படும் . 


x = x (u , I ) ) = y ( u , I ) z = z ( u , I ) எனும் சமன் 
பாடுகள் ஒரு தலத்தின் பொதுச் சமன்பாடாகும் . 


( மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்து இரண்டு மாறிகளை விடுவிக்க 
( eliminating ) x , y , z- ல் ஒரு சமன்பாடு வரும் . ஆகவே 
தலத்தை f ( x , y , z ) = 0 எனவோ அல்லது z = f ( x , y ) 
எனவோ கூறலாம் . இதைத் துணை அளவியில் கூற 


* = u ) = 1 z = f ( u , 3 ) என மாற்றலாம் . ) 
x = x ( a , ) y = ) ( u , 3 ) z = z ( u , x ) என்பதில் ! , I மாறிகள் . 
ஒவ்வொன்றும் ஒவ்வொரு இடைவெளியில் 

மா ,பலாம் . 
a < u < b . p < u < q என இடைவெளிகளைக் கூறலாம் , 

வெ.நு. - 3 


| 


எனும் 


அணிக் 


( xy ) / 
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ஒவ்வொரு புள்ளிக்கு மென ஒரே திட்டமான u , -ன் மதிப்பும் , 
1 , 3 , ஒரு மதிப்புக்கென ஒரே புள்ளியும் அமையும் . இவற்றிற் 
கேற்பப் புள்ளிகள் 

அமையும் தலத்தின் பாகத்தைத் 
தலப்பிரதேசம் ( Region of the Surface ) எனக்கூறலாம் . 

ax 
[ சில குறியீடுகள் : ( i ) என்பதை xu எனக் குறிப்போம் 

au 

OF 
Fx 

என்ற பகுதி 

2X 
வகைக் கெழு ( Partial derivative ) வையும் குறிக்கும் . 
a ( y , z ) 

Yu Yu 
( ii ) 

என்பது 
3 ( u :) 
கோவையைக் குறிக்கும் . ) 
2.2 . தலத்தில் சாதாரணப் புள்ளிகள் ( Regular points or 

ordinary points on the surface ) 
x = x ( u , I ) , ) = y ( u , ) , z = z ( u , ) 

என்பது 
தலத்தின் சமன்பாடாகுக . 

a ( z , x ) 

( 0 x , y ) 
B 

C 
ப 

ô ( w , u ) 8 ( u , I ) 
ஆகுக . u , -ன் எந்த மதிப்புக்கு A , B , C மூன்றில் ஒன்றாவது 
பூச்சியமல்லாது இருக்கிறதோ , அத்தகைய மதிப்புகள் தரும் 
தலத்தின் புள்ளி சாதாரண புள்ளி எனப்படும் . 

xu yu Zu 
அதாவது 

என்ற அணி இரண்டாவது படியாக 
( Rank two ) இருக்கவேண்டும் . மூன்றும் பூச்சியமாகும் புள்ளி 
சிறப்புப் புள்ளிகள் அல்லது தனிப் புள்ளிகள் ( Singular points ) 
எனப்படும் . 


8 ( ) , z ) 
A = 
= 

3 ( u , 


2.3 . தலத்தின் வெக்டர் சமன்பாடு : தலத்தின் சமன் 
பாட்டைக் கார் டீசியின் கூறுகளின் இரண்டு துணை அளவிகளின் 
மூன்று சமன்பாடுகளாகக் கூறுவதைத் தொகுத்து ஒரு வெக்டர் 
சமன்பாடாகக் கூறலாம் . 


r = r ( u , d ) என்பது தலத்தின் வெக்டர் சமன்பாடாகும் . 
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r = r ( a , ) என்பதில் மாறிலி எண் ஆனால் , ஒரே துணை 
அளவி மட்டும் உள்ளது . அப்போது இந்தச் சமன்பாடு , மேற் 
சொன்ன தலத்தில் அமையும் ஒரு வரையை ( curve) க் குறிக்கும் . 


இது போன்று r = r (u , I ) என்பது தலத்தில் அமையும் மற் 
றொரு வரையைக் குறிக்கும் . 


இவை u = a , I = b தரும் புள்ளி வழி [ x = x { a , b ) , y = } ( a , b ) , 
z = z ( a , b ) என்னும் புள்ளி ] ச் செல்லும் இரு வரைகளாகும் . இவற் 
றைத் தலத்தில் u = a , v = > தரும் புள்ளி வழிச் செல்லும் துணை 
அளவி வரைகள் ( Parametric curve ) எனப்படும் . 


இவற்றின் தொடு கோட்டு வெக்டர்கள் ru , rv ஆகும் . 
சாதாரணப் புள்ளியில் ruXrv * 0 . ஆகவே , தொடு கோடுகள் 
இணையல்ல . ஆகவே ruXrv எனும் செங்கேட்டு வெக்டரைத் 
தரும் . தலத்தில் ஒவ்வொரு சாதாரணப் புள்ளியிலும் ஒரே ஒரு 
செங்கோடு ( normal ) உள்ளது எனக் காண்கிறோம் . 


எடுத்துக்காட்டு : 


Xa sin u cos v 


y = a sin u sin v 


2 = d cos 


எனும் சமன்பாடுகள் x + y + z = a எனும் கோளப் பரப் 
பைத் தருகிறது . 


u = G , v = p என்பவை முறையே அட்ச ரேகைகளையும் , 
நெடுங் கோடுகள் அல்லது தீர்க்க ரேகைகளையும் தருகின்றன . 


ruxry என்பதைக் கீழ்வரும் அணியிலிருந்து காணலாம் . 
அதாவது . 


a sin 


(** ) -( 


a cos u cos I , a cos u sin , 

a sin u sin v a sin u cos u 


a ") 


. ru X ry 

= a sin u [ cos u sin v , sin u , sin v , cos v ] 
இந்த வெக்டர் ( u , I ) க்குள்ள ஆரதிசை என்பதைக் காணலாம் ; 
அதாவது கோளப் பரப்பின் செங்கோடு என்பது புலனாகிறது . 
[ u = 0 , 0 = 0 எனும்போது ru xr , = 0 என்றாலும் , இங்கும் 
செங்கோடு துருவத்திற்குள்ள ஆரம் என அறியலாம் . ) 
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2.4 . சரிவு ( Gradient ) 

தலத்தின் சமன்பாட்டை F ( x , y , z ) = 0 எனவும் கூறலாம் 
என்று கண்டோம் : 


( 1 ) x = x ( t ) , y = y ( t ) , z = z ( t ) எனும் ( t ) ன் சார் பலன் 
கள் ( 1 ) -ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் - எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் 
( identically ) - F ( x , y , z ) = 0 எனும் சமன்பாட்டிற்குப் பொருந் 
தட்டும் . அப்போது இந்த மூன்று சமன்பாடுகள் P ( t ) எனும் 
புள்ளி வழி முற்றிலும் தலத்தில் அமையும் வரையைத் தரும் 
பிரதியிட்டு t ஐச் சார்ந்த வகைக் கெழுகாண , 


( 2 ) Fx xt + F , yt + F , 2 = 0 என வருகிறது . 

dx 
Fx 

; xt = ai இது போன்று ஏனையவையும் . ) ஆனால் , 

ax 
( x ; } : z ; ) மேற்கூறிய வரைக்கு P ( t ) எனும் புள்ளியில் உள்ள 
தொடுகோட்டு வெக்டராகும் . 


( 2 ) ஆவது சமன்பாட்டை 


( Fx i + F , j + F , k ) . ( xt i + y i + z k ) = 0 


என எழுதலாம் . 


ஃ ( Fx F , F , ) எனும் வெக்டர் ( x / , ) , 2 ) எனும் வெக்டருக் 
குக் குத்தாகும் . இவ்வாறு ( Fx , F ) , F ,) 

எனும் வெக்டர் 
P ( ! ) எனும் புள்ளி வழி தலத்தில் அமையும் எல்லா வரை 
களுக்கும் குத்தாகும் . அதாவது இந்த வெக்டர் F ( x , y , z ) = 0 
தரும் தலத்திற்கே செங்கோடு ஆகும் . 





F ( x , y , z ) = C எனும் சமன் பாட்டில் C மாற பலவேறு 
தலங்கள் வருகின்றன . இவை யாவற்றிற்கும் [ Fx Fy Fz ] 
செங்கோடாகிறது } . 


( Fx , Fy , Fz ) எனும் வெக்டரை அதாவது , 


a F O F a F 
ax i + ayi + 32 

k எனும் வெக்டரை V F என 
குறிப்பது வழக்கம் . ( 7 என்பதை டெல் என வாசிக்கவும் . ) 

2 a a 

a 
இதை 

i + 
+ j 

+ k F எனவும் 
ay 

a Z 


எழுதலாம் . 


1 
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+ k 


a 

3 
அப்போது 

செயலி 
+ 

என்பது 

ஒரு 
3 ) 

a 7 
d 
யாகும் . 

என்பதைச் செயலி என்று இதை D எனவும் 

dx 
குறிக்கலாம் என்பதைச் சாதாரண நுண்கணிதத்தில் வாசித் 
திருக்கலாம் . ) 


( 


V F எனும் வெக்டர் F ( x , ) , 2 )-ன் சரிவு ( Gradient ) 
எனப்படும் . இதைச் சரிவு F ” என வாசிக்கவும் . 


2.5 . தலத்தின் தொடுதளச் சமன்பாடு ( Equation of Tangent 

Plane to a surface ) 


F ( x , y , z ) = 0 என்பது தளத்தின் சமன்பாடாகுக . 


R , ( x . } zo ) அதில் ஒரு புள்ளியாகுக . அதன் நிலை வெக்டர் 
ro எனலாம் (r = x i + j + zo k ) . P ( x , y , z ) தொடு தளத் 
தில் ஏதேனும் புள்ளியாகுக . அதன் நிலை வெக்டர் r எனலாம் . 
( r = x i + y j + z k ) . A F என்பது R. ல் செங்கோடு ; R. P 
எனும் வெக்டருக்குக் குத்தாகும் ( P- ன் எல்லா நிலைகட்கும் ) . 


தொடு தளத்தின் 


ஃ ( r - ra) . ( V F ) . = 0 என்பது 
வெக்டர் சமன்பாடாகிறது , 


இது (x- * ) ( Fx ) + ( 1 -1 ) ( F ) . + ( z - 2 ) ( F ) . = 0 
எனவாகிறது . 


= ++ 


- 1 = 0 


எடுத்துக்காட்டு : F ( x , y , z ) = 
என்றால் ( x 1. 2 ) -ல் தொடுதளம் , 


( x - x ) 


0 


( * ) + ( ;-) ) (2 ) 
3. ( 3 :) = (z-3 ) 

- ) ( 23 ) 
** +27 + * - * + + 


= 1 


. 
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F , g 6T6T6001 X , Y , 2-60 96 FT WOU GOT SOT ITO 


( i ) V ( F + g ) = VP + v g 


( ii ) V Fg 


E FV g + g V F. 


( iii ) V 


gVF - Fog 

( 8 + 0 ) . 


தீர்வு 


( ) V ( F + 8 ) = ( o + on 1+ x)<F+ 

( 8 ) 


+ 
نوه 


a ( F + g ) 

a X 


oto i 


a ( F + g ) 

o y 


a ( F + g ) 

az 


11 


tk 


a F 


2 g 


ау 


+ 1 + 1 

the time 
- lifti ** **) 

+ + + ) 8 


F 


- AF + vg 


( ii ) A ( Fg ) 


( vene + j + i , * 

+ k ) ( F 8 ) 
ಶಿ ) + j ಶಿಕ್ಷಣ 


OF g ) + k 


= 


OF g ) 

a z 
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1 


ok 
+ g 


+ k F 


- 1[ ** + ** ) + i ( * + 

k (F +8 % ) 
< F (10+ + k mi?) 
+ * ( toje to 

tk ) 


... 


V ( F g ) = FV g + gVF 


F 


( iii) V 


( * ) - ( + 0 + 


az 


& OF 


a g 


F 


ox 


ах 


0 
2x 


Og 


g OF 

Oy 


( 9) 


F 

ay 
g 


g OF 


og 


F 


F 


az 


az 


а 
az 


( 


g 


gº 


இவற்றை வலது பக்கத்தில் பிரதியிட்டுச் சுருக்க . 


OF 

Ôz 


08 
i oz 


ag 


- ( 1 ) - $ {comment take 

- Flig 
eż { 807 – FV8 }; 


og 
az 


tk 


Sozl 


2x 


gVF - Fºg 

ga 
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2.6 . புள்ளிச்சார் பலன் ( Point function ) 


பொருள் தொகுதிகளின் சில பண்புகள் , அத் தொகுதி 
யின் இடத்திற்கு இடம் மாறுபடும் . சூடு பெறும் ஒரு பொருள் 
தொகுதியில் வெப்ப நிலை அத்தொகுதியில் இடத்திற்கு இடம் 
மாறுபடும் இடத்தைப் புள்ளி எனலாம் . ஆகவே , வெப்ப நிலை 
புள்ளிச்சார் பலன் என்று கூறலாம் , வெப்ப நிலை அளவு 
( Temperature ) திசையிலியாகும் . ஆகவே வெப்ப நிலை திசை 
யிலிப் புள்ளிச்சார் 

புள்ளிச்சார் பலன் ( scalar point function ) எனக் 
கூறலாம் . இது போன்று நிலையாக இருக்கும் நீர்த் தொகுதி 
யில் அழுத்தமும் ( pressure ) திசையிலிப் புள்ளிச்சார் பலனாகும் . 
இதே போல வளி மண்டலத்திலும் அழுத்தம் திசையிலிச் சார் 
பலனாகும் . 


இயங்கும் நீர்த் தொகுதியில் நீரின் ஓட்ட வேகம் திசையும் 
அளவும் உடையதாகும் , நீர் மண்டலத்தில் ஒவ்வோரிடத்தில் 
ஒவ்வொரு விதமாக ஓட்ட வேகம் ( flow velocity ) இருக்கும் . 

வெக்டர் புள்ளிச்சார் பலன் { Vector point function ) 
எனப்படும் . 


சம மதிப்புத் தலங்கள் : ( Level surfaccs ) : முதலில் திசை 
யிலிப் புள்ளிச் சார் பலனை ஆராய்வோம் . புள்ளியின் கார்டீசியக் 
கூறுகள் ( x , y , z ) என்றால் ¢ ( x , y , z ) என ( x ,y , z )- ல் உள்ள 
மதிப்பைக் கூறுவோம் . 


- 


ஒரே மதிப்புடைய புள்ளித் தொகுதிகளின் - அதாவது மதிப்பு 
C , என்பதையுடைய புள்ளிகளின் கூறுகள் ( x ,y , z ) = c , எனும் 
சமன்பாட்டிற்கு ஒத்ததாகும் . ஆனால் இதுவோ ஒரு தலத்தைக் 
காட்டுகிறது . இத்தலம் சம மதிப்புத் தலம் ( Level surface ) 
எனப்படும் . இதே போல ( x , y , z ) = c , என்பது இன்னொரு சம 
மதிப்புத் தலத்தை தரும் . இத்தகைய சம தலப் பரப்புத் 
தலங்கள் ஒன்றையொன்று வெட்டாது . ஏனெனில் , அவை 
வெட்டினால் இரண்டு தலத்திற்கும் பொதுவான புள்ளிகள் 
இருக்கும் . அப்போது பொதுப் 

புள்ளியில் இரண்டு 
மதிப்புகள் வருகின்றன . ஆனால் 

ஒரு புள்ளிக்கு 

ஒரு 
மதிப்புதான் இருக்க முடியும் . ( ஒரு புள்ளியில் ஒரு வெப்ப 
நிலை தான் காண முடியும் அல்லது ஒரு அழுத்த மதிப்புதான் 
உள்ளது .) இதிலிருந்து இரண்டு சம மதிப்புத் தலங்களுக்கு 
ஒரு பொதுப் புள்ளியேனும் இருக்க முடியாது என்பது புலனா 


கிறது . 
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2.7 . திசை வகைக்கெழு ( Directional derivative ) 

ஒரு மண்டலத்தில் ( Region ) ஒரு புள்ளிக்கு ஒரே மதிப்பு 
என உள்ள திசையிலிப் புள்ளிச் சார் பலன் f ( x, y , z ) ஆகுக . 
P. என்ற புள்ளியின் கார் டீசியக் கூறுகள் ( x ,10 , z ) எனின் 
f ( x , y , z ) - ன் அலகு மதிப்பு f ( x ) zo . ) அந்தப் புள்ளி வழி 
e எனும் அலகு வெக்டர் திசையில் P.P எனும் நேர்கோட்டைக் 
கொள்வோம் . நேர் கோட்டின் 

திசைக் கோசைன்கள் 
cos , cos B , cos y ஆனால் e = i cos // + cos , B + k cosY 
அல்லது இதை ( cos d cos B cos y ) எனவும் குறிக்கலாம் . 


.. 


P.- ன் நிலை வெக்டர் r ஆனால் கோட்டின் சமன்பாடு 
F = f + 5e . இங்கு s = | P.P./ > 0 . ஆகவே துணை அளவியில் 
இதைக் கூற x = xs + s cos oly = y + s 
cos B 2 = Zo + s 

20 + S cosy எனவரும் . 
ஆகவே இந்தக் கோட்டின் மீதுள்ள 
புள்ளிகளில் ( x , y , z ) - ன் மதிப்பு ஐ மட் 

n 
டும் சார்ந்ததாகும் . 


S ஐச் 


சார்ந்த 


f ( x , y , z ) - ன் 
வகைக்கெழு 


Pole 


P 


af dz 


df_af dx af dy 

+ 

+ 
ds 

ay ds 
ஆகும் . 


2x ds 


azds 


[ என சாதாரண நுண் கணிதம் 
பயன்படுத்தப்படுகிறது ) . 


மற்றொன்று 
ஒருசம 
மதிப்புதலம் 


ஆனால் x = x + s cos - முதலியவற்றிலிருந்து 


dx 
ds 


COS o 


dy 
ds 


= cos B 


dz 
ds 


= cos y என வருகிறது . 


of 


df_of 

cos d + 
ax 


af 

cos B + COS Y 
00 

02 


ds 


ds 


fx cos + f , cos B + fz cos Y எனவும் எழுதலாம் .) 


ds 


இவைப் பொதுச் சமன்பாடு . ஆனால் fx , fr , f : - ன் மதிப் 
புகள் (1,10 , 2 ) 
( 10 , 0 , z ) எனும் 
எனும் புள்ளியில் 

உள்ளவை 

எனக் 
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கொண்டால் , அப்போது 4 மதிப்பு 


P. எனும் புள்ளியில் 
e வெக்டர் திசையில் உள்ள திசை வகைக்கெழு ( Directional 
Derivatives ) எனப்படும் . 


cos d = e icos s = e j cos Y = e k ஆன தால் 


df 

= fr e i + fy e i + fz e k 
ds 


= 


e . (ifx + j f , + k fz ) 


== e . 


i 


ot + jot 

+ n 
Ox 

3x 


82) 


4 = e. 

= e . I f = | v f | cos ( v f , e ) 


ஆகவே f ( x , y , z ) - ன் சரிவின் 8 திசையில் உள்ள பிரிவு 
( Component in direction of e ) f ( x , y , z ) - ன் திசை வகைக்கெழு 
ஆகிறது . 


df 


குறிப்பு 1 : V f என்பது தலத்திற்குக் குத்து வெக்டர் 
என்பதைக் கண்டோம் . e Irrf ஆகும்போது = 0 ஆகிறது . 
ஆனால் இப்போது தொடு கோட்டு வெக்டராகும் . அதாவது 
புள்ளி தலத்தில் மாறும்போது f மாறுவதில்லை என்பதை 
உறுதியாக்குகிறது . 


df 


குறிப்பு 2 : -ன் அதிகபட்ச மதிப்பு V f- ன் திசையும் 

ds 
e- ன் திசையும் ஒன்றாகும்போது வருகிறது . [ V f , e இடையே 
உள்ள கோணம் ) ஆன தால் அதாவது e என்பது அலகுச் 
செங்கோடு n ஆகும் . 


திசை வகைக் கெழுவின் அதிகபட்ச மதிப்பு 


| vf | = n . If 


="1 ) ஆகும். 
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இதைச் செங்கோட்டு வகைக் கெழு ( normal derivative ) 
என்பர் . 


df 
ஃ Vf = n 

ஆகிறது . 


an 


ஆகவே தலத்தின் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் சரிவு Af புள்ளி 
குறிப்பிடப்படும் கார்டீசிய 

உறுப்புக்களைச் சார்ந்ததல்ல . 
தலத்தை மட்டும் பொருத்தது . ஆதியை மாற்றினாலும் 
அச்சுக்களை மாற்றினாலும் இரண்டையும் மாற்றினாலும் 
V f மாறாக் கணியமாக ( Invariant under transformation of 
coordinates ) விளங்குகிறது . 


2.8 . 


vf | ம் மாறாக் கணியமே . 


ஏனெனில் / x 


= =( + 8 + * ! ) - 


தே போல Vy = j 


Vz = k 


Vf 


i att jattk at 
3x 3y 22 


V x 9 t = Vyat + V23t 

ay 

32 


... எத்தகைய குத் தச்சுகளைக் கொண்டு புள்ளிகளின் 
கார்டீசியக் கூறுகளைக் சொன்னாலும் : ( Vx , Vy , Vz மாறாக் 
கணியங்களாவதால் ) | vf | * == fx + f + f ; " என்பதுவும் 
மாறாக்கணியமே . 


f = f (3 , 3 , ... 3. ) என்பதில் 3 , 1 , .... என்பவை ( x , y , z ) ன் 
சார்பலன்களானால் 


a fy v , + at V U2 .... at V on 


a 12 


3 on 


df 


at d r , 


at d un 


நிரூபணம் : 


!! 


af dvi 
30 ds 


+ 


ds 


90 , ds 


a un ds 
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ஆனால் ----- 

6. vf 


dui 


dd un 


di , 

ds 


= e . VI 


= e . VIA 


= 


e . Vn 


ds 


ds 


Vf = e . 

e . 


11 


at 
31 . 


3t 
+ VI, 

30, 


e . 


Von 


Jun 


e- ன் எல்லாத் திசைகளுக்கும் இது பொருந்துமாதலால் , 


3 t 


L 


v f = V 1 , 


3t 

at 
+ V ... In 
3 , 


+ VI 


a 


ava 


குறிப்பு 1 : ( x , y , x ) எனும் கூறுகளை 

u , I , ய எனும் 
வளை வரைக் கூறுகளாக மாற்ற f ( x , y , z ) எனும் சார்பலன் 
F ( u , J , ய ) என மாறட்டும் . 


.. 


V F ( u ) = You Fx + V4 F , + Vu Fr. 


குறிப்பு 2 : f ( x , y, z ) என்பதை , புள்ளியின் ஆதியிலிருந் 
துள்ள தூரம் n- ன் சார்பலனாகக் கூற , அது F ( r ) ஆகுக . 


அப்போது V F ( r ) 


dF 
ds 

Vr ; r = 


( x " + + 


} 


F : = ( * + * + ** } s + , + 2) 

* ( ** + y * + z ) > = z ++ ); - 5 
ஓதேபோல , + 3 ° + z ) 


2 


- 


T 


* ( * + ,. + 


a 

( x + y + z ) 
32 


ix + iy + rz 

T 


- 
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V F ( r) 


. 


ar 


[ V r என்பது கார் டீசிய உறுப்புக்களைக் கூறாமல் 

எனக் 
காணலாம் . = C என்பது 1 ஆரமுள்ள கோனத்தைத் தரும் . 

dt 
ஆனால் V f = n . எனும் செங்கோட்டு வகைக்கெழு எனக் 

dn 
.றினேம் ( பார்க்கவும் ... ) 


I df 
7 dn 


4 : 1-1] 


2.9 தளக்கோண தூரக் கூறுகளில் சரிவு : ( Gradient in 

plane polar coordinates ) 

f ( r , g ) என்பது r , 8 எனும் கூறுகளில் சார் பலனாகுக . 
f { r , e ) - ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் சம மதிப்பு வரைகள் 
( Contours ) வரும் . 


T 


Vr = R எனும் அலகு வெக்டர் ( OP திசையில் ) 
a = c என்பது -ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ஆதி வழி 
ஒவ்வொரு கோடாகும் . அதாவது OP திசைக் கோடாகும் . 

df 
vf = n எனும் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி 10 காண் 

dn 
போம் . 1 என்பது R- க்குத் தான அலகு வெக்டர் P. d என்பது 
குத்து திசையில் நுண்ணிய வில் r da . 


4 


df 


da 
rdo 

[ இங்கு f = 9 ) 


an 


• v 0 = P . } = ? 


ஒரு 


புள்ளி 


( To , G. ) 


f ( r , ( ) = c எனும் வரைக்கு 
செங்கோட்டு திசை , 

Vf (r , a ) = vrf : + vef 


- Rf ,+16 


என்பதை 


023 
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[ திசையிலிச் சார் .. பாலனின் சரிவு 

சரிவு என்ன 
மட்டும் - அதாவது V f என்பதைக் - கூறினோம் . வெக்டர் சார் 
பலனுன் சரிவைக் கூறவில்லை , கூறவும் போவதில்லை என்பதைக் 
கவனிக்கவும் . ) 
கணக்கு 1 . 

* ( x , y , z ) = 3 x y " - y * z என்றால் . ( 1 , 1 , - 2 ) என்ற 
புள்ளியில் காண்க . 
A = i 
3x 

32 
OP 
= 3y 

x y - 22 
3x 

3y 


3P 


37 


. 


x = 1 , y = 1 , 2 

z . = --2 எனப் பிரதியிட 


** = > * = 6 -8 * - 12 


2 


: . - (1,1 , - 2 ) என்ற புள்ளியில் V p = 3i - 2 j + 12 k 


கணக்கு 2 . 


(4 ) ¢ = log | | ( b ) * = 1 ( c ) = " என்றால் V P- ஐக் 


காண்க . 


do 


1 


|| 


= logr 


do 
dr 


: . 


11 


dr 


T 


r 


= த 


r 


( b ) 


dp 
dr 


= 


-- 


* Ap = 


18 


do 


( c ) 


= a ri - 1 


r 
* = n rn - 2 


dr 


V ) = n rn - 1 


T 
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கணக்கு 3 : 


[ = a ( 1 


cos ) , 


r == b ( 1 + cos p ) 


எனும் நெஞ்சு வளைகள் 

வளைகள் ஒன்றை யொன்று குத்தாக 
வெட்டிக் கொள்ளும் எனக் காண்க . 


தீர்வு : f (r , G ) = எனும் வரைக்கு 


Af ( r , e ) = f , R + 

fGP எனக் கண்டோம் . 


T 


T - a ( 1 - cos O ) = 0 என்றதில் f = 1 fp 


1 


a sin p 


முதல் வரையின் செங்கோடு 


a sin 


8P 


sino 


R 


P = r 
P 


P. 


T 


1 


COS 


b sin 
இரண்டாவது வரையின் செங்கோடு R + 


P 


sin o 


= R + 


P 
1 + cos - 


sin P 


இவற்றின் புள்ளிப் பெருக்கள் 


1 


1- cos P 


0 


. இரண்டு செங்கோடு குத்தாகும் . 
ஃ . இரண்டு தொடு கோடுகளும் குத்தாகும் . 

இரு வரைகளும் ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும் . 


என 


கணக்கு 4 : 
f (rar ) = 

இரு துருவக் கூறுகளில் ( Bipolar 
Coordinates ) கூறப்படும் வரைக்கு fri R , + f R , எனும் 
வெக்டருக்கு இணையான செங்கோடு ஒன்று உள்ள தெனக் 
காண்க . 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


[ A , B எனும் புள்ளிகளிலிருந்து P எனும் புள்ளியின் 
தூரங்கள் T. , 1 , என்றால் அவை P- ன் இருதூரக் கூறுகள் 


எனப்படும் . AP திசையில் அலகு வெக்டர் R , , BP திசையில் 
அலகு வெக்டர் R .. A , B எனும் புள்ளிகள் முனைகள் ( Poles ) 
எனப்படும் . ) 


A f ( r , , r2 ) = fri Vr + fra vr , 


ஆனால் y r = R என்பது போன்று 


Vri = R , 


Vr , = R. 


.. 


Vf (rr , ) = fry R1 + f 2 R , 


இது செங்கோட்டுத் திசையைக் குறிக்கிறது . ஆகவே 
இத் திசையில் செங்கோடு உள்ளது . 


குறிப்பு 1 : 

r , +7 = 20 அல்லது 1 , + r , 2a 0 என்பது குவியங் 
களை AB ஆகக் கொண்டு அதாவது முனைகளாகக் கொண்டு - 
2a நெட்டச்சு நீளமுள்ள நீள்வட்டம் ( ellipse ) ஆகும் . 


f ( r, r2 ) = r , + f , - 2a 
ஃ f = 1 fra = 1 


கணக்கில் 


செங்கோட்டுத் திசை R + R , ( மேல் 
பிரதியிட ) 

அதாவது S , S குவியங்களாகவும் P என்பது 
புள்ளியுமாய் S P திசையில் R , அலகு வெக்டர் S " > P திசையில் 
R , அலகு வெக்டர் . செங்கோட்டு திசை R , + R , - ன் திசை . 
அதாவது SPS எனும் கோணத்தை இரு சமக் கூறிடுகிறது - 
இரு சம வெட்டியாகிறது . 


குறிப்பு 2 : 

7 , +12 = c என்பது நீள் வட்டம் 


r , - r , = c அதே குவியங்களுள்ள அதிபரவளை . 


முதல் வரையின் செங்கோட்டு திசை RI + R , 


இரண்டாவதின் செங்கோட்டு திசை RI -- R , 
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9 


இவற்றின் புள்ளிப் பெருக்கற் பலன் = | R | - | R , I 


= 1-1 = 0 


ஆகவே ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும் . 


பயிற்சி 


1. r = xi + yj + z k என்றால் , Tr | = r என்றால் 


V 


vr = r | எனக் காண்க . 


2. ¢ ( x , y , z ) = 3 xy - yez என்றால் , V- ன் மதிப்பை 
( 1 , -- 2 , -1) எனும் புள்ளியில் காண்க . 


3. { V f ( r } X r = 0 எனக் காண்க . 


V 





4. Ve ( x2 + y + z ) ஐக் கணக்கிடுக . 


5. V = r cos G + tan G எனக் கோண தூர உறுப்புகளில் 
கூறப்படுகிறது . 


V V ஐ அதே உறுப்புகளில் காண்க . 


6. z = x + ) எனும் வளை தலப் பரப்பிற்கு ( 1,2,5 ) என்ற 
புள்ளியில் உள்ள அலகுச் செங்கோட்டைக் காண்க . 


2i + 4j - k 
விடை : 

121 


7. ( x - 1 ) + y + ( z + 2 ) = 9 எனும் பரப்பிற்கு ( 3 , 1 , -- 4 ) 
எனும் புள்ளியில் உள்ள அலகுச் செங்கோட்டைக் காண்க . 


விடை 


(2i+ j - 24) 


2i + j --2k 

3 


8. z = x + ) எனும் பரப்பிற்கு ( 2 , -1 , 3 ) எனும் புள்ளியில் 
உள்ள தொடு தளத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


9. = 4 x 2 -3x y 2 என்பதற்கு ( 2 , -1,2 ) என்ற புள்ளியில் 
(21-3 j + 6k ) எனும் திசையில் திசை வகைக்கெழு காணவும் . 


வெ.நு.- 4 


* 1ST + k 
50 

வெக்டர் நுண்கணிதம் 
2.10 . வெக்டரின் பாய்வும் சுழலும் . ( Divergence and curl 

of a vector) 
திசையிலிச் 

சார் பலன் f ( x , y , z ) - ன் சரிவு 
V f என்றும் , V 

என்பது 

செயலி என்றும் 
a 3 a 

a 

என்பதாகும் எனவும் சென்ற பிரிவில் 
ax 

02 

d a 
கூறினோம் . 

என்பவை சாதாரண நுண்கணிதத்தில் 


என்பது 


i 


3 ) 


dx ax 


திசையிலிச் சார் பலன்கள் மேல் செயல்படும் வகைக் கெழுச் 
செயலிகள் ( Differential operator ) எனவும் , இவற்றை A , Ax 
எனவும் குறிக்கலாம் என்று அங்குக் கூறப்படுகிறது . இங்கு 
V என்பது இரு வகைப் பண் . புகளுடையது . வெக்டர் பண்பும் , 
வகைக் கெழுக் செயிலியின் பண்பும் ஒருங்கே கொண்டது . 
திசையிலிச் சார்பலனின்மீது செயல்படும்போது வெக்டர் 
சார் பலனைத் தருகிறது . இது வெக்டர் சார்பலனின் மீதும் 
செயல் படலாம் . F என்பது வெக்டர் சார் பலனானால் ( அதாவது 
வெக்டர் புள்ளிச் சார் பலனானால் ( Vector point function ) ] Y. F , 
V X F என இரு வகையாகச் செயல் படலாம் . [ V F எனவும் 
செயல் படலாம் . இது வெக்டர் சார்பலனின் சரிவு எனப்படும் . 
இதை இப்போது இங்கே கூறவில்லை ) . 


1.F என்பது F எனும் வெக்டரின் பாய்வு ( divergence ) 
எனப்படும் . இதை டெல் புள்ளி F3 ) எனவோ < div F > 
எனவோ வாசிக்கலாம் . சில இடங்களில் / F என்பதை div F 
எனவும் எழுதுவோம் . 


VX F என்பது F- ன் சுழல் ( curl ) எனப்படும் . 

எனப்படும் . இதைக் 
cur ] F எனவோ , rot F ( rot என்பது rotation என்பதன் சுருக்கம் ) 
எனவோ எழுதுவார்கள் . 


2.11 . வெக்டர் புள்ளிச் சார் பலனின் பாய்வு 

F ( x ,y , z ) என்பது ( x , y , z ) - ல் உள்ள ஒரு வெக்டர் புள்ளிச் 
சார்பலனாகுக . ( முன்னர்க் கூறியதுபோல , ஓர் இயங்கு நீர் 
மண்டலத்தில் ஒரு புள்ளியில் நீரோட்டத்தின் திசை - வேகம் 
வெக்டராகும் . அது இடத்தைச் சார்ந்ததாகும் . அதாவது 
இடத்தைத் தருகின்ற கார்டீசியக் கூறுகள் x , y , z- ன் சார் 
பலனாகும் ) . x , y , z 

அச்சுகளின் திசைகள் 1 , j , k அலகு 


1 
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Fx F , F , என்பவை F ( x , y , z ) - ன் இத் திசைகளில் உள்ள 

aF 
பிரிவுகள் ( components ) ஆகுக . Fx இங்கு 

. 


அப்போது V.F 


a 
+ j 

ay 


a 
+ k 

2z 


F 


8 


a 


( + 

1. + . + * * 
= * [ i.F ) + + ( j • F ) x : ( k . P ) 


k | F 


F 


3x 


a 


y 


ஆனால் , F = i Fx + j Fy + k Fz 


: i.F = Fx j.F = Fyk.F = Fr. 


* y F- % E + # + * 


* 


மீண்டும் கூற , 


V. F = 


( 


1 


018 


+ i * + ** ) 


{ i Fx + jF , + k F ,) 


9F 
Ox 


+ 


OFy OF , 

+ 
ay 32 


குறிப்பு : V.F என்பது திசையிலிச் சார் பலன் ஆகும் . 


வெக்டர் 


சார் பலன் 


என்பது 


( YF என்பது 
நினைவிருக்கட்டும் . ) 


கணக்கு 1. F ( x , y , z ) = x zi - 2y 2j + x y z k என்றால் 

V. F ஐக்காணவும் . ( 1 , -1 , 1 ) எனும் புள்ளியில் அதன் 
மதிப்பு என்ன ? 

OFx BF , OF , 
V. F 

+ 

+ 
3x 


3y 


152 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 


இங்கு Fx = x *z_F, = - 2yz" > F , = xy " 2 


8Fx 


+ 2x 2 


OF , 
3 ) 


6 ) * 2 


OF . 
37 


xy 


3x 


OFr 
( 1 , -1,1 ) -ல் = +2 

3.x 


* 


- 6 


8 F , 
8z 


8F = | 


= 


ay 


V. F ன் பொது உருவம் = 2x zi - 

2x zi - 6yz j + xy k 


( 1 , -1,1 ) ல் மதிப்பு 


= + 2 


-6 + 1 


3 


கணக்கு 2. ¢ = 2x y z என்றால் V. Ap பொது உருவம் 

காண்க . 


OP ap 
+ j + k 

22 


= i 6x y z + j4x® yz + k8 x y ze 


V.VP 


- 


3 
3x 


( 6 x " > * 2*) + * [ 4x > z * ) + * ( 8x " y " 2 " ) 


12 x y 2 + 4 * * - 24xy" 2 


Div grad = 4 { 3xy " 2 + 2 + 6xy " } 


2.12 . லாப்லாசியன் செயலி ( Laplacian Operator ) 

V. V என்பது லாப்லாசியன் செயலி எனப்படும் . எவ்வாறு 
a a என்பது 8 என்று எழுதுகிறோமோ , அதுபோன்று Y.V என் 
பதை 

V- என் எழுதுவோம் . V என்பது லாப்லாசியன் 
செயலி .. 


Vp = 


0p 


2P 
+ j 
3x 2 ) 


+ k 


0P 

எனும் வெக்டர் 
az 


* r -v- + 2 + 1 + + + % 2) 
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- * + , + & * ). { + 2 + 1 + * ? 

( ( தே ) ( 82) 


013 


!! 


a 0p 2 2 

+ 
3:12 ay ( 9y 


+ 


22 


8 


9 


8 
+ + 

91 


8 P 


a . 


98 


8 


0 


2 


V எனும் செயலி 


o get öz 


எனும் செயலியாகும் . 


கணக்கு : r = x i + j + 2k என்பது P ( x , ) 3 ) -ன் நிலை 

வெக்டரானால் 


+ 


. 


T 


7. ( 2 = ) - > + Fஎனக் காண் 
v . Fr ) * ( * ) + (° F ) 3 ( 2) 
* [ F ?] == * [FP) ": + 9 
== [ + ]++ 

+ F ( 1) 
- * - * F( ) + 
ஏனெனில் ( = = = + ) + * * - * - 1) 
இதேபோல ( " )- #Fc ) + 

* [ 59 ] > * 0 + 


F ( r ) 


F ( r ) 


1 . 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 
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மூன்றையும் கூட்ட 


V 


( 9 )= TP _Fo + 3 F(0) 


T 


d F ( r ) 


2 F { r ) 


dr 


T 


1 d [ r " F [ r ] ] 
r dr 


- 


கணக்கு : 


= 0 எனக் காட்டவும் 


r (!) 
* ( 1 ) + * (!) + * (4) - 

0 


அதாவது 


எனக் காட்டவேண்டும் 


2a 


-10r 


= 


Tx ஆனால் r " = x + y + z ! 


ax 


.. 


r 31 
ax 


[ 
1 
] 


- 


ஆன தால் 


(1) 

( 1) * 
* (2) -- [ ( 2 ) 


yo 


[ rs - 3rx ) 


-- [ - 


I 


3rs - 18 


2 


* 
இதேபோல *(!)- 20 


3r y * - * 

18 
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3r 21 - 1 


* ( )- 3 - 


* 


V 


2 


3r (x + +2 ) - 3r * 





( 1 ) = ( J " 


- 


3/8 3r3 

ro 


கணக்கு : 

V . ( A + B ) = V. A + V . B என நிறுவ . 


A- ன் பிரிவுகள் A , A , Az ஆகுக . 


B- ன் பிரிவுகள் B , B , B3 ஆகுக , 


. 


V- (A + B ) = ( * +1 +3) 


[ ( A1 + B , ) i + ( A , + B , ) j + ( A ) + By ) k ] 


3 


( A , + B , ) + 


3, ( A : + B ,) + * ( 43 + By ) 


ax 


0 A , 


O A 


a B , 


O A1 


3 B , 


a B3 


+ 


-- 


+ 


+ 


+ 


3x 


ay 


22 


ay 


V. ( A + B ) = y . A + y . B 


( எவ்வாறு c , ( A + B ) - ன் பரவு விதி பொருந்துமோ , அது 

பொருந்துகிறது . அதாவது / என்பது வெக்டர் 
போன்று வகைக்கெழுச் செயலி போலும் செயல்படுகிறது .) 


போன்று 


கணக்கு : 

7. (f A ) = / . f A + f ( V - A ) எனக் கொள்க . 

[இங்கு f என்பது திசையிலிச் சார்பலன் , A வெக்டர் சார் 
பலன் . ) 


A- ன் பிரிவுகள் A ,, A ,, A ; ஆகுக . 
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:.. FA = f Ali + ſ A2j + f A3 k 


A TA = * [ f As ) + 8 ( f As) + * , ( f As ) 


af 

A1 + 
3x 


af 

A , + 
3 ) 


of A 


| 


32 


5 


2 A , OA 

2A 
+ f + f + f 
2x 

ay 22 


ஆனால் Af . A = 


( + fi + 94 ) A, 

32 ) ( 4, i + 4,j + 43 k) 


af A1 + 


af 
0 ) 


af 
37 


- 


A , + 


A3 


ax 


f( v 4 ) = / ( 4 + 34, + 8A ) 


* 7 , ( f A ) = vf . A + fy . A 


[ V என்பது வெக்டர் போன்றும் , வகைக் கெழுச் செயலி 
போன்றும் செயல்படுவது காண்க . ) 


கணக்கு . 

ஓர் இயங்கும் நீர் மண்டலத்தில் P ( x , y , z ) எனும் 
புள்ளியில் அதன் திசை வேகம் V ( x , y , z ) . P ஐ மையமாகவும் , 
Ax , Ay , 3 நீளமுள்ள அச்சுகளுக்கு இணையான விளிம்பு 
களையுடைய 

கனச் 

செவ்வகத்தினுள் அலகு காலத்தில் 
ஒவ்வொரு அலகுக் கொள்ளளவிற்கு ( in unit time per unit 
volume ) எனும் நீர் அளவு ( gain in fluid ) du V ( அதாவது V. V ) 
எனக் காட்டவும் . 


P- ல் V- ன் x பிரிவு = V , 


AFED என்ற பக்கத்தில் X பிரிவு = V , - , 

Y , - 10 , 
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a V , 


GHCB என்ற பக்கத்தில் x பிரிவு V , + } 


2 * 


AFED பக்கத்தைத் தாண்டும் நீரளவு 


Z 


of 


y 


K 


படம் 7 . 


அலகு காலத்தில் = ( v; 

( Y. - 


Ay Az 


= V , Ay Az - ! 


V , 
3x 


Δx Δy Δz 


( 2 ) இதே போல் எதிர்ப் பக்கத்தைத் தாண்டும் நீரளவு 


ay. 


V. Ay Az + } 


Δε Δy Δ . 


ax 


மொத்தம் வெளியில் நீரின் ஏற்றம் , அலகு நேரத்தில் 


( 2 ) - ( 1 ) 


V 
-1 Ax Ay Az 


| 


து Ax Ay Az எனும் கொள்ளளவுக்கு ஆதலால் , நீரேற்றம் 
அலகு நேரத்தில் அலகுக் கொள்ளளவுக்கு 


OV , 


av , Ax Ay Ax 
x . Ax Ay Az 


- 


மேற் கூறியது நீரின் 
நீரின் x- ன் திசையில் 

உள்ள திசை 
வேகத்தின் பிரிவால் ஏற்பட்டது . 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


தே போன்று ) திசையில் உள்ள திசை வேகத்தின் 


பிரிவால் ஏற்படக் கூடிய நீரேற்ற விகிதம் 


O V , 
y 


x திசையில் 


a V3 
22 


ஆகவே மொத்த நீரேற்றம் அல்லது பாய்வு 


2 V. 


O VS 


+ 


A V2 

+ 
ay 


37 


V. V 


இவ்வாறு V ( x , y , x ) என்பது நீர் மண்டலத்தில் P ( x , y , 2 ) 
எனும் புள்ளியில் திசை வேகமானால் , நீரின் பாய்வு ( விகிதம் 
அலகு நேரத்திற்குக் கொள்ளளவுக்கு ) V . V எனக் 
காண்கிறோம் . இவ்வாறு V.V என்பதன் ஓர் 

V இயல்பியல் 
பொருள் காணப்படுகிறது . 


குறிப்பு : ஒரு புறம் வழிவரும் நீர் தானே எதிர்ப்புறமும் வழி 
வர முடியும் . ஆயின் எவ்வாறு அதிகமாகும் என ஐயம் எழலாம் . 


நீர் மண்டலத்தில் சில புள்ளிகளில் நீரூற்றுகளும் (Sources ) 
அஃது நீர் உறிஞ்சிகளும் ( sinks ) அல்லது வடிகால்களும் இருக் 
கலாம் அல்லவா ? 

இவ்வாறு 

இல்லாவிடில் A , V 0 . 
அப்போது நீரூற்றுகளும் நீர் உறிஞ்சிகளுமில்லா நீர் மண்டல 
மெனப்படும் . அத்தகைய மண்டலத்தில் உள்ள V எனும் 
வெக்டர் பாய்விலா வெக்டர் ( Solenoidal Vector ) எனப்படும் . 


.13 . சுழல் ( Curl ) : V. என்ற செயலி போன்று வெக்டர் 
புள்ளிச் சார் பலனின் மேல் செயல்படும் மற்றொரு செயலி V X 
என்பதாகும் . 


F ( x , y , x ) எனும் சார் பலனின் பிரிவுகள் F , F , F3 ஆகுக . 


அப்போது V X F 


- ( +6; i + * , k x ( F / i +F, j + F ; k ) 
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- 8 - Aji + ( - " ) i + ( # - ) 


k 


இதை எளிதில் நினைவு கூறக் கீழ்வரும் அணிக்கோவை 
ருவில் எழுதுவோம் . 


k 


a 


AX F 


--- 


i i 

a a 
3x 31 
F , F , 


32 


கணக்கு : F = x i + j + z k என்றால் > T F என்ன ? 


VXF 


i 
2 
3x 


j 

k 
3 0 
By 32 


(0-0) i + ( 0-0 ) j + ( 0-0 ) k 


= 0 


ணக்கு : yX f (r ) r = 0 என நிறுவுக . 


f (r ) r = f (r ) ( x + y + k z ) 


i j 

k 

3 3 2 
ஃ VXf (r) = 

x 3y 32 
xf ( r ) f ( r)z f(x) 


* < f ( n = f to ; ; 3 ft ) - > f ( ) * 


இது போன்று மற்றவைகளும் . 


* V (f(r) - f (r ) { ( 
r = = - >*7 ) 

+ ( * 


ar 


ar 
32 


3x 
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+ * { * - 3 ) 
} 


or 


* 


ar 


> 


ar 


2 


= x + y + ஆனதால் 


; 


3x 


37 


02 


T 


31 


பிரிவு 2 y 


2 ) -2 


y 


ar 
37 
a 


இது போன்று மற்றிரு பிரிவுகளும் = 0 .. VX f ( r ) r = 0 . 


[ இதை Ax ( F ) என்பதன் விரிவைப் பயன் படுத்தியும் 
செய்யலாம் . இது பின்னர் காட்டப்படும் . ) 


கணக்கு : 

A = xysi - 2x " yzj + 2 yz k என்றால் 


VXA- ன் மதிப்பை ( 1 , -1 , 1 ) எனும் புள்ளியில் காணவும் . 


VXA = 


i 
9 
ax 


j 

k 
2 
ay 0.2 


xys -2x " yz 2ys 


* 1 பிரிவு 


a 
31 


(2yc ) - 3 , -2x " z ) 

* 


* 224 + 2xy . 


பிரிவு 


-- 


* (xy ) - * ( 2 > ) 


3 x z + () 
3x 22 


( xy ) 


k பிரிவு = * ( -2 x y z ) 
* 2 * , ) - , 

| 


: - 4 x y z - 0 


!! 


= - 4 x y z . 
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ஃ . Y X A = ( 2 z * + 2 x y ) i + 3 x z j - V x y z k 


x = 1 , y = -1 , z = 1 எனப் பிரதியிட 


VX A- ன் மதிப்பு = 3i + 4k . 


குறிப்பு ( 1 ) : சரிவு , பாய்வு , சுழல் இவற்றைக் கீழ்வருமாறும் 
கூறலாம் . 


vf = ifx + jfy + kf , 


( 1 ) 


V.F = i.Fx + j.Fy + k.F , 


( 2 ) 


VXF = ixFx + jxF + kxF, 


( 3 ) 


af 
( இங்கு fx என்றால் எனப் பொருளாம் . இது போன்று 

2 . 
மற்றவைகளும் . மேற்கூறிய சூத்திரங்களைச் சரி பார்க்கவும் . ] 


AF எனும் வெக்டரின் சரிவு i Fx + j F , + k F , எனக் 
கூறலாம் . 


(இங்கு ரண்டு வெக்டர்கள் அடுத்தடுத்து எழுதப்பட் 
டுள்ளன . இவ்வாறு வருவதை இரட்டை வெக்டர் ( Dyad ) 
என்பர் . வை வரும் கோவை இரட்டை வெக்டர் கோவை 
( Dyadics ) எனப் பெயராகும் . இவை பற்றி இந் நூலில் விவரிக்க 
வில்லை . ) 


குறிப்பு ( 2): F = iFi + jF , + k F ; 


8F ; 


aF 
ax 


1 


:: Fr 


+ j 


aF , 
ax 


OF , 


OF , 
Ox 


..i.Fx = 


k.F : 


இதே போல j . F , = F, 


27 


V.F = i.Fx + j.F , + k.F , ] 


படுத்திப் 


பின் வரும் சூத்திரங்கள் 


இவற்றைப் பயன் 
காண்போம் . 
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( 1 ) V. ( A + B ) 


V. A + A . B 


( 2 ) yx ( A + B ) 


VXA + AXB 


( 3 ) yx ( f A ) 


= vf.A + fA.A 


( 4 ) Vx ( f A ) 


vfxA + faXA 


( 1 ) V. ( A + B ) = i . ( A + B )x + j . ( A + B ) y + k . ( A + B ) z 


i . Ax + i.Bx 


. 


+ j . Ay + j.B , 


+ k . A / + k.B , 


ஃ . V. ( A + B ) = V.A + 7.B 


( 2 ) புள்ளிக்குப் பதில் X என இட்டால் 


VX ( A + B ) 


VXA + VXB என வரும் . 


( வாசகர்கள் செய்து பார்க்கவும் ) . 


( 3 ) A. ( f A ) 


i . ( f A ) x + j . ( f A ) y + k . ( f A ) , 


1. ( fxA + f Ax ) 


+ j . [ fyA + fAy ) 


| 


+ k . ( fzA + fA, ) 


= (ifx + jf , + k fz).A + f(i.Ax + j• Ay + k • Az) 


= V f • A + fr • A . 


| 


புள்ளிக்குப் பதிலாக X எனும் குறியிட்டு வழிகளை எழுதினால் , 


( 4 ) / x ( f A ) = r f x A + f y X A என வரும் . 


கணக்கு : கீழ் வருபவனவற்றை நிறுவுக . 
( 1 ) V. ( FX g ) = g . V X F - F. V Xg 
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A. ( FX g ) = i . (FXg) x + j . (FXg , + k . (FXg) 


= i . ( Fx X g ) + i . (FX gx ) 


+ j • ( Fyx g ) + j. ( F X 83 ) 


i 


+ k . ( E , X_g ) + k . ( F X 9 :) 





தில் i x Fxx g = g.ix Fx 


F.ixex இது போன்று 


i . F X gx 
மற்றவைகளும் . 


ஃ V. ( FX g ) = g . ( 1 X Fx + j x Fy + k x F , ) 


-- F. { ix gx + j x_gy + k x g :) 


= g . AX F - F.AXg . 


கண்ட 


வாய்பாடுகளைத் தொகுத்துக் 


கணக்குகளில் 
கூறுவோம் . 


V ( f + g ) 


V f --- Vg 


V. ( F + 8 ) 


V. F. + V. g 


VX ( F + g ) 


V X F + V x g 


Afg 


frg + gvf 


v . fF 


fy . F + 7f. F 
f V X F + Vfx F 
f + 


VXfF 


V. ( Fxg ) 


g . ( v X F ) - F.VXg 


இன்னும் சில முக்கிய சூத்திரங்கள் 

V. Vf 


...... ( 1 ) 


O 


....... ( 2 ) 


V X ( Vf ) 


0 


V. ( 1 + g ) 


..... ( 3 ) 
..... ( 4 ) 


1 


V X ( 7xg ) 


V ( V. g ) - 7 g 
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குறிப்பு இங்கு A என்பது வெக்டரைப் போன்று செயல் 
படுகிறது . a Xa = 0 என்பதாலும் a . ( a x b ) = 0 என்பவற்றி 
லிருந்து ( 2 ) . ( 3 ) நினைவு கூறலாம் . ax ( bxc ) = b ( a.c ) - ( a.b ) , 
என்பதில் a = y b = V என்பதைப் பிரதியிட ( 4 ) ஆவது வரும் . 


i 


j 


k 


3 


3a 

a 
ay 02 


( 2 ) V X ( v f ) 


a x 





af af af 

dy 


27 


8 f ) i + cy cl 


|| 


(,, - 


az 3 


0i + 0 j + 0 k = ) 


k 


a 


* 


3 o 


3 
3 y 


( 3 ) V Xg 


= 


3 


g1 


82 


g3 


3 3 


23 ) 


i + cycl ... 


3y 


-- 


ag3 


ஃ . 


V. VXg 


88 ) 


0g2 
32 


+ cycl 


- 


2x 


0y 


82 3 


aga 


-- 


ах ду 


0x22 


a g3 


+ 


8 . 
ax 22 


81 0 * 


9 2 


8 | 


-- 


| 


320x 


020 ) 


11 


0 
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( 4 ) V X { V X 8 ) -ல் i பிரிவை மட்டும் பார்ப்போம் . 


g- ன் பிரிவுகள் S. , 31 , 33 என்றால் 


P Kr- ன் பிரிவுகள் ( - ) , ( a - 02 ), (3 :) 

* ) 


2 


V X ( V x g ) - ல் i பிரிவு 


3 * 3 . 
a 


axy 


8 g3 


- ( 32 


2z2x 


0 g . 
a 


+ 


a s , 
3x3y 


X 


2 ) 
* + * 4 ) 


( 


a g1 
ax 


+ 


2 


( y . g ) 


V2 g : 


3 : 


a 


இதே போல j பிரிவு = 


( v . g ) 


- V ga 


ay 


a 


k பிரிவு 


( v . g ) 


- V 33 


32 


: 


V X ( r x_g ) = Y ( v . g ) - Y g 
( ஆனால் v g என்பதைப் பற்றிக் கூறவில்லையாதலால் , 
இதை நாம் இங்குக் கவனிக்க வேண்டாம் ) . 

கணக்கு v = W X r என்பதில் W நிலைவெக்டர் { v = 1 ) 
என்றால் V X v = 2 W 


i 


j 


k 


a 2 
3x3y 


2 
32 


11 


V X V 


71 


3 , 


03 


வெ . 


நு . 5 


. 
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6 3 


23, 


i பிரிவு 


* - * 


ay 


32 


ஆனால் , i I 

i + v, j + y k = (wi + w , J + 3 k ) 


X ( x i + y j + z k ) 


2 


ப 


- 10 / 3 id = w ] y * a , x 


= 


3 


2 


43 ) ; $ 2 = w3 * 


313 


2 12 
--22 


ய , -- ( --வ ) 


= 24 


y 


இதே போல j பிரிவு 


242 


k பிரிவு , 

: 


203 


- 


* V X Y = 2 ( s , i + « , j + as k ) 


= 2 w 


[ w 


என்பது சுழல் திசை வேகம் ( angular velocity ) . 
இவ்வாறான சுழல் V 2 சுழல் திசை வேகம் . 


V - 


1 


அதாவது 


V Xv = 2W 


இதனால் VX எனும் செயலிக்குச் சுழல் எனப் பெயர் வந்தது . ) 


VX_v == 0 என்றால் , V என்பது சுழலில்லா வெக்டர் (irrota 
tiorial vector ) 

எனவும் , அது வரும் மண்டலம் சுழலில்லா 
மண்டலம் ( irrotational field ) எனவும் பெயர் பெறும் . 

கணக்கு : 

V2 ; ( x , 3 , z ) = () என்றால் V P எனும் வெக்டர் 
பாய்விலா வெக்டரும் , சுழலிலா வெக்டரும் ( Solenoidal and 
irrotational ) ஆகும் என நிறுவுக . 


Y p = V • [ y p ) = 0 


ஃ . 


V P பாய்விலா வெக்டராகும் . 


V X ( VP ) = 0 எனவும் கண்டோம் . 


. 


V p என்பது சுழலிலா வெக்டருமாகும் . 


சரிவு , பாய்வு , சுழல் 


கணக்கு : 


V. Vrm = m ( m + 1 ) / m - 3 எனக் காண்க . 


V f (r ) = 


dr 


எனும் சூத்திரத்தால் 


T 


| 


Vrm = m rm - 1 


m rm - 2 


V. m rm- " r = m rm - 2 V • r + Vm rm- . 


T 


| 


= mrn 


[ i . rx + j . ry + k . rz ] 
+ m ( m - 2 ) rm - r . r 

m 2 


= mrm - 2 


( 1 + 1 + 1 ) 


+ m ( m - 2 ) rm - 3 


= m rm - 2 


[ m - 2 + 3 ] 


m ( m + 1 ) r m- 


[ i . rx = i . i = 1 ; j . ry = j . j = ] k . rx = 1 ] . 


பயிற்சி 


1 . 


V. (r r ) = 61 எனக் காண்க . 


2. V ( P 4 ) = v + 2 VP.VXv - என 
நிறுவுக . 


3 . 


v * [ 4 - ன் மதிப்பு - எனக் காண்க 


4. V X 


a X r 

go 


a 

3 ( a . r ) r 
+ 

என நிறுவுக . 
* 


rs 


5. V = 


v = ( 3 - 43 )i ( - 2 ) 


i 
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+ 


y 

lk என்றால் 
ax 


V : = rx V f எனவும் , V. i = 0 எனவும் , 


V. v f = 0 எனவும் நிறுவுக . 
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- x i + y j 
6 . 

என்றால் V. ப - ன் மதிப்பையும் , 

x + y 
V X u- ன் மதிப்பையும் காண்க . 


7 . 


u = x + y என்றால் , Y " u = 0 என நிறுவுக . 


8. AT 

A = ( 6 x y + ze ) i + ( 3 x " ~ z ) j + ( 3xz -- y ) k 
எனும் வெக்டர் சுழலில்லாதது என நிறுவுக . A = V எனும் 
படியுள்ள எனும் சார் பலன் காண்க . 


r 


9. E 


என்பது சுழலில்லா வெக்டர் எனக் கண்டு , 


T 


V ¢ = E எனும் படியுள்ள ( எனும் சார்பலனை , ( a ) 

( = 0 
என்றால் காண்க . 


10. A , B என்பன சுழலில்லா வெக்டர்களானால் , AX B 
என்பது பாய்வில்லா வெக்டரென நிறுவுக . 


3. வெக்டர் நுண்தொகை கணிதம் 


( Vector Integral Calculus ) 


3.1 . வரையறுக்கப்படாத வெக்டர் நுண்தொகை 


A F ( r ) = R (1) என்றால் 


| R ( l ) d : 

d t = F ( t ) என்பது R ( t ) எனும் வெக்டர் 
சார் பலனின் ( t எனும் திசையிலியைச் சார்ந்த வரையறுக்கப் 
படாத நுண் தொகை ( Indefenite integral ) எனப்படும் . ( நுண் 
தொகையை இனிமேல் தொகை என்றே கூறுவோம் ) . 


இதன்படி C என்பது ஏதேனும் ஒரு மாறா வெக்ட ரானால் 
( Arbitrary constant vector ) 


| R {1}d = F ( 1 ) + c என்பதும் தீர்வாகும் . 


3.2 . 


வரையறுக்கப்பட்ட தொகை 


[ix cour =f F 9 4r = [Fo + ] 


= F ( b ) - F ( a ) 


என்பது t = a , t = b என்ற எல்லைகளுள் R ( t ) - ன் வரையறுக்கப் 
பட்ட தொகை Defenite integral ) எனப்படும் . 


70 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 


எடுத்துக்காட்டு : ஒரு துகள் g எனும் மாறா முடுக்கத் 
துடன் இயங்குகிறது . அதன் துவக்க வேகம் ப என்றால் 
நேரத்தில் ( i ) அதன் திசை வேகம் என்ன ( ii ) அதன் நிலை 
என்ன ? 


0 எனும் துவக்கப் புள்ளியை ஆதியாகக்கொண்டு துகளின் 
நிலை வெக்டர் r ஆகுக . அப்போது அதன் திசை வேகம் 
dr 

d v 
அதன் முடுக்கம் 
dt 

dt 


ஆனால் எப்போதும் முடுக்கம் g . 


dy 


.. 


|| 


00 


- Jav = |sd 


* V = gt + A 


I = 0 எனும்போது V = 1 ஆவதால் , A = u 


( 
i 
) 


ஃ v = u + gt 


[ t நேரத்தில் திசை வேகம் V , 1 , g என்ற வெக்டர்களின் 
ஒரு படிச் சேர்க்கை யாவதால் அதுவும் u g அடக்கிய தளத்தில் 
அமையும் . ) 


dr 
dt 


u + gt 


== fut + | side 


r = ul + } gt + B 


t = 0 எனும்போது r = 0 ஆவதால் , B = 0 


( ii ) | நேரத்தில் துகளின் நிலை வெக்டர் 


r = ut + } gt 


பு 
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குறிப்பு 1 : இது துகளின் இயக்குப் பாதையின் வெக்டர் 
சமன் பாடாகும் . r என் பது u , g எனும் வெக்டர்களின் ஒரு 
படிச் சேர்க்கை ( Linear Combination ) ஆவதால் , துகளின் 
பாதை u , g அடக்கிய தளத்தில் அமையும் . 


( குறிப்பு 2 ( a ) : u , அடக்கிய தளத்தில் , கிடைக் 
கோட்டை அச்சாகக் கொள்வோம் . மேல் நோக்கு நிலைக் 
கோட்டை ) அச்சாகக் கொள்வோம் . துகள் மேல் புவியீர்ப்பு 
விசையால் ஏற்படும் முடுக்கம் செயல்படுகிறதென்போம் . 
* திசையில் அலகு வெக்டர் i ,.) திசையில் அலகு வெக்டர் ); 
கிடைக்கோட்டுடன் 4 - வின் கோணம் a . 


us ) 


= u எனின் u = u cos is usin j 


| 8 | = g எனின் = -gj . 


r = * i + y j என்றால் 


( xi + 1 j ) 


( u cos li + usin 4 j ) t- } gt " j 


U cos det 


y 


= u sin d t -- 1 g t . 


எனும் துணை அளவியல் 


என துகளின் இயங்கு வழி " t 
( Parameter ) வருகிறது . 


குறிப்பு 2 ( b ) : ஆதியைத் துகள் கிடை திசையில் செல்லு 
மிடத்துக் கொண்டு ; கீழ் நோக்கு நிலைக் கோட்டை x அச்சாக 
வும் , துகள் ஆதியில் செல்லும் திசையை ( அதாவது அதன் மிக 
உயர்ந்த நிலை ) x அச்சாகவும் கொண்டால் 


u = u cos ) 


* 


x i + y / = 1 cos j + } g it 


2u cos " | 


* என 


x = } gte y = ucos Lt அல்லது ) 
வரும் . ] 
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கணக்கு : 


F ( t ) = ( t - 1 ) i + 21 -3k 6T GOT 60 


2 


( i ) F ( ) di 


( ii ) F ( t ) di $ 150 os. 


1 


(i) [ fcid = (( 1–1")i+ 21*j»–3 k ]di 

if (t 1 is 2tºdt + k 1 - 3 d . 


- [ - ] + [ ]+ k1 


+ k [ - 3t ] 


+ ci + (2j + 63 k 


- ( -4) + [j ];= ukic 
freind = {[1– 1 ] + %3-ck:0 ) 


(ii) [ F ( i ) di 


- { ( 1 ) i +1 -3k + c ) 


-- + 


5 
6 


15 
+ 5j- ik 

2 


கணக்கு : 


d A 
АХ 

dt காண்க . 


í (a < % )-4 **4 + AXA 


1 
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d - A 


0+ AX 


dis 


d A 
d * 


= AX * 
* [ Ax # - A x 4 + 


+ C 


பயிற்சி 


1. k ( 1 ) = { 31 " -1 ) i + ( 2 --51 ) j -3 ! k என்றால் , 


3 


( 


k ( 1 ) dt 


( ii ) 


[ ம. 


k ( t ) di காண்க . 


2. | 


m / 2 
( 5 sin ui + 2 cos u j ) du காண்க . 


3. A = ti - 3j + 2 t k 


B = i - 2 j + 2k 


C = 3i + tj - k என்றால் 


2 


( 9 JA.Bxc # ( ty is 


( AxBXC ) d ! காண்க . 


1 


| 


( 4 ) A ( 2 ) = 2i - j + 24 

2 i - j + 26 A ( 3) = 4i - 2j + 3k 


3 


என்றால் , J A. 4A d- ன் மதிப்பு காண்க , 


5. ஓர் அலகுத் திணிவுள்ள துகளின் நிலை வெக்டர் ( 1 ) 

dir 
நேரத்தில் r ; Tr | = r என்றால் = f ( r ) r எனத் தரப்படுகிறது . 

= r 
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அப்போது ( i ) rx 

rxdur = ( - ( மாறா வெக்டர் ) 

dt 


எனக் 


காணக . 


( ii ) இதன் வரை கணிதப் பொருள் என்ன ? 


( iii ) ( a) f ( r ) < 0 ( b ) f (r ) > 0 என்றால் விளக்கம் கூறுக . 

* 
3.3 . வரை நுண்தொகை ( Line integrals ) 

x = x ( t ), y ( 1 ) , z = z ( 1) எனும் வரையை " எனக் 
குறிப்போம் . t1 < ls tz என்ற இடைவெளியில் P ( x , y , z ) , 
Q { x , y , z ) , R ( x , y , z ) எனும் .சார் . பலன்கள் மேற்கூறிய 
ஒழுங்கு வரையில் எல்லாப் புள்ளிகளிலும் திட்டமான மதிப் 
புடையதாக இருக்கட்டும் . அப்போது ( எனும் வரைமீது 


வரை நுண் தொகை என்பது Pdx + Q &y + R dz எனும் 


T 
ரீமென் தொகை பாம் ( t , - t , எனும் இடைவெளியில் ) . 


x , y , z- க்குத் துணை அளவி -ல் பிரதியிட P (E ), Q ( t ) , 
R (!) எனச் சார் பலன்கள் P ( x , y , r ) , Q ( x , y , z ), R (x , y , z ) 

dz 
மாறினால் = x (1) 
d t 

) = z ( t ) ஆவதால் 
வரை நுண்தொகை , 


dx 


d y 


10 


P dx + Qty + R dz = [ ( P ) (1) \ ( l ) di + ( Q ) (i)» ( 1 ) dt 


1 , 


T 
+ ( R ) ( t ) 2 ( l ) dt ஆகும் . 


குறிப்பு : 1 எனும் வரை ஒரே ஒழுங்கு வரையானால் , 
P ( t ) , Q (1 ) , R ( t ) தொகையுடைச் சார் பலன்களானால் , வரை 
நுண் தொகையும் உள்ளது . ( என்பது பல துண்டு ஒழுங்கு 
வரைகளால் ஆக்கப்பட்டதென்றால் , ஒவ்வொரு துண்டிலும் 
வரை நுண் தொகை கண்டு அவற்றின் கூடுதல் மொத்தத் 
தொகையாகும் . 


- 


நுண் 


எடுத்துக்காட்டு : 

y de எனும் 
தொகையை ( 0 , 0 ) எனும் புள்ளியிலிருந்து ( 1 , 1 ) எனும் புள்ளி 


வரை , 
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( i ) அவற்றைச் சேர்க்கும் கோட்டின் வழி 


( ii) ( 0 , 0 ) - ( 1 , 0 ) - ( 1 , 1 ) எனும் பாதை வழி 


(iii ) ( 0 , 0 ) - ( 0 , 1 ) - ( 1 , 1 ) எனும் பாதை வழி 


(iv ) y = x " எனும் வரையின் வில் வழி 


( v ) x 


cost - y = 1 + sint ( 


< ts (0 ) 


எ னும் 


2 


வட்ட வில் வழி வரை நுண் தொகைகளைக் காணவும் 


( i ) ( 0 , 0 ) , ( 1 , 1 ) எனும் புள்ளிக்ளைச் சோர்ந்தம் கோடு 


} 


:: dy 


dx 


I = x dy - ) : 

Twds - xds = 0 


B 


( ii ) OA எனும் முதல் துண்டு 
பிறகு AB எனும் துண்டும் முதல் 
துண்டில் ) ஃ dy 


: 1 – 


x dy - y dx 


() 


AAL 


2 - வது துண்டில் x = 1 


.. dx = 0 | 

0 . 


படம் 8 . 


1 . dy 


வரை நுண் தொகை = 0 + 1 = 1 


B 


( ii ) இங்கும் இரண்டு துண்டுகள் , 


. dx = 0 


T F 


OA எனும் துண்டில் x = 


- [ x dy -- y dx = 0 


படம் 9 .. 


. 


AB எனும் துண்டில் ) = 11. dy = ) 
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: 514-34 ----- 


( iv ) y = x 


ஆதலால் dy = 2 x dx 


-------------- 


1 


( v ) 


* = cost 


... dx 


sin i di 


y = 1 + sint dy = cos i dt 


fxdi 


x dy - y dr 


dr = 


-se 


cost ( cos ( ) dt 


( 1 + sin 1 ) ( -sin t) dt 


= (cos"t + sin t + sin t ) di 


I kin 


= 10 + 
- 


( 1 + sin 1 ) dt 


2 


[ t - cos 1 ] " 


-- 


Na 


- 


- ( - 1 ) -6 


kiai 


) 


। 


-1 
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B 


3.4 . 


[(<a 


( x - 
dy - y dx) என்பதன் விளக்கம் 


B 


TA 


படம் 10 . 


P ( x , 3 ) , Q ( x + Vx , y + A ) என்பவை வரை மீது இரண்டு 
அடுத்தடுத்த புள்ளிகளாகுக . 


y 
OPQ எனும் முக்கோணப் பரப்பு = } 

x + Ax y + Ay 


= } { xy + x A } ) - ( yx + y Ax ) 


= } { x Ay -- y Ax ) 


fix Ay - >At = 2 . V OPQ -ன் பரப்பு 


13 


( 2 


xdy - y dx = 2 ஆரைச் சிறைப் பரப்பு 0AB ( Twice area 


of sector OAB ) 


( i ) முதலில் நேர் கோடாதலால் பரப்பு = 0 


( ii ) | 


A 0AB = 2x 1 = 1 ( பரப்பு நேரெண் ) 


18 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 


( iii ) TA0AB | = 2x = 1 ஆனால் எதிரெண் A OAB = -1 


( iv ) வளை வரைக்கும் ( 0 , 0) - ( 1,1 ) எனும் நேர்கோட்டிற்கு 
மிடையேயுள்ள பரப்பு , ச . அலகு . 


35. மேற்கூறியதைக் கோண தூரக் கூறுகளில் கூற 


x = r cos O 


y = r sin g 


dy = r cos a da + sin a dr cx = --x sin.a.de + cos a dr 


. 


xdy = rcos a sill a dr 


= | cos G da 


ydx = r cos Gsin a dr 


- 


- r singdg 


-- 


ஃ * dy - y dx = r da 

- 


ஃ . 


Jx dy - y as = Jrd o= 24. 


| ஆரச் சிறையின் பரப்பைப் 
(போல் இரு மடங்கு . ] 


3.6 . வரை நுண் தொகையின் வெக்டர் உருவம் 


Pdx . 

T 
வெக்டர் சார் பலன்கள் வரும் நுண் தொகையாகக் கூறலாம் . 


F = P i + Qj-+ Rk என்றால் F என்பது வெக்டர் புள்ளிச் 
சார் பலனாகும் . * ( x , y , z ) எனும் புள்ளியின் நிலை வெக்டர் 
r என்றால் r = x i + } j + z k ஆகும் . 


1. dr = dv . i + dy j + dz k . 


ஃ . 


F. dr = Pdx + Qdy + Rdz 


jPdx + Qty + R dz = [ r.dr 


வெக்டர் நுண்தொகை கணிதம் 
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னால் = I (!) என்பதால் |F.dr = F 

| F.dr= F4 d புள்ளிச் சார் 


T 


பலன் F ( s ) என் வில்லின் நீளம் 5 - ன் துணையளவியாக இருந்தால் , 


dr 


வரை நுண் தொகை - 


SF . 


us ., 


ds 


T 


ஆனால் 


dr 

= T ( அலகுத் தொடு கோடு , 
ds | 


! 


ஃ வரை நுண் தொகை = 
= (F.T.ds 


T 


3.7 


F. r- ன் இயக்கவியலில் உஉள்ள பொருள் 
T 


F என்பது விசையாகுக . அது ஒரு துகளின் மேல் செயல் 
பட ( வேறு விசைகளுடனும் ) துகள் T எனும் வரையின் மீது 
இயங்கட்டும் . t நேரத்தில் துகளின் நிலை r என்றால் , அப்போ 
திருந்து At நேரக்தில் அதன் நிலை Ar என மாறுபடும் . ஆகவே , 
F.Ar என்பது விசை செய்த வேலையாகும் . At + 0 ஆகச் 
செய்து வரும் நுண் வேலைகளின் தொகை காண 


r2 


F dr ஆகும் . 


. 


r ! 


ஆகவே , துகள் , எனும் நிலையிலிருந்து r2 எனும் நிலைக்கு 
1 வரையில் இயங்கும்போது அதன் மேல் F செயல் பட்டால் , 


1 


F சேய்த வேலை | F dr ஆகும் . 


. 


T 


எடுத்துக்காட்டு : ஒரு மண்டலத்தில் விசை F = 3x } i 
-52 j + 10xk 

ஒரு துகளின் மேல் செயல்பட அது 
x = t + 1 , y = 242 , z = t எனும் சமன்பாடுடைய வரையின்மீது 
இயங்குகிறது . t = 1 எனும் புள்ளியிலிருந்து t - 2 எனும் புள்ளி 
வரை இயங்கும்போது F- ன் வேலையைக் கணக்கிடு 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


வேலை = 


|F.dr. 


| 


r , 


( 3 x y de - 53 ty +10 x da 


ஆனால் dr = 2t di ; (iy = 4 ; dt dz = 3t di 


. 


3x y dx - 5zdy + 10x dz = 3 (t + 1 ) ( 212 ) ( 2t dt ) 


– 5. ( t°) ( 4 dº) 


+10 ( t + 1 ) d ( 3t * di ) 


= 1215 + 101-1243 + 3 ) ) di 


2 


மொத்த வேலை = ( 12t " + 10t + 121 * -- 30t ) dt 

I = 


| 


303 


எடுத்துக் காட்டு : F = 3x y i-> j என்றால் | Fr- ன் 


C 


மதிப்பை C = y = 2x எனும் வரைமீது ( 0 , 0 ) எனும் புள்ளியி 
லிருந்து ( 1 , 2 ) எனும் புள்ளிவரை காண்க . 


F.tr = 3x y de - > ty ; y = 2 x 


.. 


dy = Ax.de 


= 3x ( 2 x ) dx - ( 2 x ) ( Ar ) dx 


= 6x3 dx - 16x " dx 


1 , 2 


1 


F.dr = ( 6x"- 164 ) de 


( 0,0 ) 


14 


-6. 


4 


16 

O 


]] 


0 
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==4 = } *- * - * - 7 


6 16 3 8 9-16 
4 6 - 2 3 6 


-7 


6 


[ x = t y = 2t எனப் பிரதியிட்டும் காணலாம் ) . 


3.8 . பாதையைச் சாராத 

வரை 

நுண்தொகை ( Line 
Integrals independent of the path ). 

A ( x , y1 z ) B ( x , y , z , ) என்பவை இரு புள்ளிகளாகுக . 
இரு புள்ளிகள் வழிப் பல வரைகள் செல்லும் . F ( x , y , z ) எத் 


B 


தகைய சார் பலனானால் ( F.dr- ன் மதிப்பு எல்லா வரைகளிலும் 


A 
ஒன்றாக இருக்கும் என்பதைக் காண்போம் . 


ஒரு மண்டலத்தில் ( Region ) F எனும் ஒரு வெக்டர் 
புள்ளிச் சார்பலனின் நுண் தொகை , இரு புள்ளிகளைச் 
சேரிக்கும் எல்லாப் பாதைகள் வழியும் சமமாக இருக்கத் 
தேவையானதும் , போதுமானதுமான நியதி , அநசச் சார் 
பலன் , P எனும் ஒரு திசையிலிச் சார்பலனின் சரிவாக ( V p ) 
ருக்கவேண்டுமென்பதாம் . 


நிறுவகை : 

F VP என்பது போதுமானது என்பதைக் 
காட்டுவோம் . F = V P ஆகுக . அப்போது , 


[ r . tr = [ r p.4- ! 

V p . dr = / d ¢ = ? ( B ) - - ( 4 ) 


ஆகவே வரை நுண் தொகை மதிப்பு 4 , B என்ற புள்ளிகளைச் 
சார்ந்தன ; 

அவற்றைச் சேர்க்கும் வகைகள் எவ்வகைத் 
தாயினும் அவற்றைச் சார்ந்தவை அல்ல . 


தேவை என்பதைக் காட்டுவோம் : வரை நுண் தொகை 
A- லிருந்து B- க்குச் செல்லும் பாதை யாதாயினும் ஒன்றே 
எனின் , அது P ( x , y , z ) ஆகுக . [ B = ( x , y , z ) A == { xy y , z , ) 
என்போம் . ) 

வெ.நு.- 6 


| 


8 ) 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 


x , y , z 


| 


அப்போது p ( x , y , z ) = 


(4 ),z) = Fe 


* , 7 , 1 


x , y , z 

dr 
E 

ds 


ds 


1 


A = F 


do 


dr 
ds 


dr 
V • A S 


ஆனால் 


dr 
Vrds 


14 - F. 


dr 
ds 


= ) 


dr 


ஃ.. ( VP - F ) . 


= 0 


d S 


dr 


ஆனால் 


எந்த வரையாயினும் இது பொருந்தும் . 


ds 


. F = V P 


இவ்வாறு தேற்றம் நிறுவப்படுகிறது . 


குறிப்பு : ( எனும் வரை மூடுவரையானால் , ( closed curve ) 


P. 


| F.dr = 0. ( F = V P எனின் ) . ஏனெனில் வரையில் , P , P , 
இரு புள்ளிகளாகுக . P API 

வரையின் 
மீது இடஞ்சுழியாகச் செல்லும் வில் , 
P B P , வலஞ்சுழியாகச் செல்லும் பாதை 

வரை நுண் தொகையின் மதிப்பு பாதை 
B + 

A யைச் சார்ந்ததல்ல ஆதலால் ( F = V P 

என்பதால் ) 


O O 


| F . dr = F.dr 


படம் 11 . 


PAP , 


PB P. 
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ஆனால் F.dr 


- SF.ar 


P BP , 


P , BP 


ஃ 


( F. dr + [ F.dr = 0 


PAP , 


P , BP 


1 


F.dr = 
PAP, BP 


நுண் 


மூடுவரை மீது ஒரு சுற்று வந்தால் 

வந்தால் கிடைக்கும் 
தொகை = ) . இதை எனக் குறிப்பது வழக்கம் , 


தடி 


A F. dr = 0 


T 


குறிப்பு : இவ்வாறு , 

மண்டலத்தில் எந்த இரு 
புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் , வரைகளைச் சார்ந்த நுண் தொகை 


| F . dr வரையைச் சாராது புள்ளிகளை மட்டும் சார்ந்திருக் 


கிறதோ , அத்தகைய மண்டலம் காப்பு மண்டலம் 
( Conservative field ) எனப்படும் . F என்பது விசையானால் , 
அம் மண்டலம் ஆற்றல் காப்பு விசை மண்டலம் ( conservative 
force field ) எனப்படும் . 


3.9 . காப்பு மண்டலம் : ( a ) F என்பது காப்பு மண்டல 
வெக்டரானால் , சுழல் F ( அதாவது V X F ) = 0 ஆகும் . 

. 
( 6 ) மறுதலையாக / xF = 0 ஆனால் , F காப்பு மண்டலத்தில் 


உள்ளது . 


( a ) F காப்பு மண்டலத்தில் உள்ளது . 


. F = V P ஆகும் [ P எனும் ஒரு திசையிலிச் சார் 
பலனின் சரிவாகும் ) 


ஆனால் V X VP = 0 V X F = 0 . 


( 5 ) V x F = (0 ஆகுக. F = Fi + F , j + F3 k என்றால் 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


j 


k 


* 


V X F 


2 . 
3 x 


a 
ay 


3 a 
82 


= 


F , F , F , 


3 F3 


0 F , O FI 

; 
32 


3 F 

. 
3x 


3 F , 9 F1 
ax ay 


3 ) 


32 


இப்போது F = V P ( x , y , z ) எனும்படி ஒரு திசையிலிச் சார் 
பலன் காணலாம் எனக் காட்டுவோம் . 


| Fer எனும் வரை நுண்தொகையை மண்டலத்தில் 
A ( x y zo ) எனும் புள்ளியிலிருந்து P ( x , y , z ) எனும் புள்ளிக் 
குள்ள வரை வழி கொண்டால் , அது ( x , y , 2 ) எனும் 
மாறிகளில் ஒரு 

திசையி லிச் சார் பலனாகும் . A- லிருந்து 


ஒரு 


Z 


P 


y 
. 
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X அச்சுக்கு இணையாக , பிறகு ) அச்சுக்கு , பிறகு 2 அச்சுக்கு 
இணையாகப் 

பாதை 

வழி P ஐ அடைவோம் . ( x.yo z ) 
( x , y z ) - ( x , y , z ) - ( x , y , 2 ) எனும் பாதையாகும் . முதல் 
கோட்டில் x - மட்டும் மாறும் . இரண்டாவதில் , மட்டும் 
மாறும் ; மூன்றாவதில் 2 மட்டும் மாறும் . 


P 


0 % p ( x , y , z ) 


/ 


F.dr 


A 
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dx 
( 
وة 
ولا 
, 
F 

( x 


1 


X0 


1 . 


y 


dz 
( 
ج 
دارد 
) 
zo 

) dy + F 
والا 
, 
F 

(x 


s 


yo 


و 


др 
02 


ولارد 
) 
: 
F 


و2 
وم 


dz 
( 
وال 
و 
* 
) 


و 
از 
و 
) 
* 


2 
+ 
( 
ووو 
* 
) 
و 
* 


مة 


OF : 


ஆனால் 


oF2 

dz 


و 


de 


dz 
وFج 


+ 
( 
یع 
در 
۲۰ 
) 
تم 
- 


02 


zo 


7 


= F ( x , , zo ) ) + F ( x , , ) 


10 


( 
, 
, 
F(x 
- 
( 
ولا 
, 
F (x 
+ 
( 
م 
ول 
وه 
.) 
F2 


( 
ولا 
ره 
) 
F 
= 
فاله 
Fi 

(x , 2 , 2) 61 60T 


مه 


இதே போல 


x 


y 


8 


ap 


dz 


f y +j 
+ 
( 
وار 
, 
1 
) 
F 
= 


2x 


x 


ولا 


70 


aF , 3F ; 


OFI 


ஆனால் , 


aF22 
as 


في 
زة 


27 
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வெக்டர் நுண்கணி 


தம் 


ஃ 


др = F1 (x , y , z ) + F , (x ,y ,z ) 

F y ( , 


3x 


yo 


Z 


+ F. ( x , y , zo) | = F , ( x , y , z ) 


20 


ஃ F = F , i + Fzj + F : k 


OP 

i + 
Әх 


ap 

j + 
Sy 


39 
3z 


k 


VP 


இவ்வாறு vXF = 0 என்பது F என்பது காப்பு மண்டல 
வெக்டராக இருக்கத் தேவையானதும் போதுமானதுமான 
நியதியாகும் . 


கணித பௌதிகத்தில் (in Mathematical physics ) சுழலில்லா 
வெக்டரை ( irrotational vector ) F = -VP என உரைப்பது மரபு . 
அப்போது P என்பது திசையிலியாகிய நிலைப் பண்பு (scalar 
potentia ] ) எனப்படும் . 


கணக்கு : F = ( 2x v + 2 *) i + x * i + 3x 2 " k என்பது விசை 
யானால் , அது ஆற்றல் காப்பு விசை என நிறுவுக . ( b ) அவ் 
வாறெனின் நிலைப் பண்புச் சார் பலனைக் காண்க . ( c ) ஒரு 
துகளை ( 1 , -2 , 1 ) எனும் புள்ளியிலிருந்து ( 3 , 1 , 4 ) எனும் 
புள்ளிக்கு விசை நகர்த்தினால் அது செய்யும் வேலை என்ன ? 


( a ) F என்பது ஆற்றல் காப்பு விசையானால் ( அல்லது 
விசையாக ) VXF = 0 ஆகும் . 


i 


j 


k 


VXF = 


a 


2 
9x 


-15 


2 
3z 


| 2xy + z + x2 3x y 


* i ( 0 ) + ( 3z - 3z ) j + ( 2x - 2x ) k = 0 


. 


F என்பது ஆற்றல் காப்பு விசையாகும் . 
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F = VP 


p 
3x 


i + 


pே 
ay 


j + 


P 
27 


| எனின் 


де 
3x 


= 2x y Fz * 


ஃ p = x y + xz * + f ( y, 2 ) 


3 
ay 


ஃ p = x 


+ g ( x , z ) 


மே 


3x z " 


+ h ( x , y ) 


32 


ஃ 


p xv + x z + k ( ஏதேனும் ஒரு நிலை எண் ) . 


[ மாற்று வழி : நிரூபணத்தில் கண்ட முறையையும் பின் 
பற்றலாம் . ] 


X 


1 


71 


P(xy),z) tx 

= [2% %o+ za ) & x * dy + 3x z " ds 


X , 


Y. 


Zo 


X 


( xy . + - zox ) 


X. 


+ x y 


= x y + x y + நிலை எண் . 


குறிப்பு 1 : இதிலிருந்து நாம் அறிவது (x . y zo) எனும் 
புள்ளியை மாற்றினால் - ( x , y , z ) - ல் நிலை எண் மட்டுமே மாறு 
கிறது . ஆகையால் IP மாறாது எனத் தெரிகிறது . 


. 


குறிப்பு 2 : ஆகவே மேற்கூறிய கணக்கில் (0,0,0 ) எனும் 
புள்ளியை ( xoyo za ) எனும் புள்ளிக்குப் பதிலாகக் கொண்டால் 
இன்னும் எளிதாக P ( x , ) , z ) காண முடியும் . 
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கணக்கு 2 : F = 2x zi + 2yz j + ( x + 2y z 1 ) k 
என்றால் ( a ) அது காப்புமண்டல வெக்டரெனக் காட்டி ( b ) மண் 
டலத்தின் நிலைப் பண்புச் சார் பலனைக் காண்க . 

i j 

k 


3 

a 
V X F = 
ax 3 ) 

2 

2yz x + 2y* z - 1 | 
( 4y - 4y ) i - ( 2x - 2 x ) j + 0k = 0 
* F என்பது காப்பு மண்டல வெக்டராகும் . 


2 x2 


== 


8P 
3x 


3 
-- 

31 


j + 


3P K 

k 
32 


pே 
px 


2xz 


p = + 

x2 z + f ( 1 , 3 ) 


Әр 
ay 


23 2 


* P = y z + f (xx) 


ஓ 
az 


x2 + 2 ) 2 - 1 = x z + - 2 + f ( x , y ) 


ஃ . P ( x , y , z ) = x * z + y 22 ~ z ஆகும் . 


( மாற்று வழி ( 0 , 0 , 0 ) - ( x , 0 , 0 ) - ( x , ) , 0 ) 
எனும் பாதை வழி தொகை காண : 


( x , y , z 


7 


-- , + 


Erdx + f F ₂ dy + f Ez dz 


= 


0 


+ 0 


+ 


( x2 + 2y * 3-1 ) d z 


+23-1 


P ( x , y , z ) = x * z - + y " 2 - 2 + நிலை எண் 


கணக்கு : ஆற்றல் காப்பு விசை மண்டலத்தில் ஆற்றல் 
விசை A VP ( p நிலைப் பண்பு ) விசை செயல்பட ஒரு 
துகளின் திசை வேக அளவு VA- லிருந்து VB- க்கு மாறுகிறது. 

நிலை A- லிருந்து B- க்கு மாறுகிறது என்றால் , 


அதன் 
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p ( A ) + } mVA = p ( B ) - } mVs " எனக் காண்க . 


தீர்வு : துகளின் நிலைவெக்டர் t நேரத்தில் r ஆகுக . 


ஃ F = .. 


de 
dt 


dr 


m . 


dr 


dt 
F. 

dt 


17 


d 
2 dt 


. 


d t " 


( t 


( 4 ) 


ஃ . 


F. + = ==(# ) 


= 


in dr 
2d 


AI IS 


m 


( VB - VA ) 
2 


ஆனால் F = - VP 


B 


A 


B 


----------- 
( Fdr = p ( A ) - P (B) 

--- 
* 7 ( 4 ) - ( B ) - " V - 

P (A) + V - p ( B ) + V 


A 


A 


ஃ P ( A ) + 


B 


குறிப்பு : P ( A ) என்பது நிலை ஆற்றல் } m V என்பது 
இயங்கு ஆற்றல் . ஆகவே , 
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B எனும் 


A எனும் இடத்தில் உள்ள மொத்த ஆற்றல் 
இடத்தில் உள்ள மொத்த ஆற்றல் . 


அதாவது விசை மண்டலத்தில் இயங்கும் துகளின் மொத்த 
ஆற்றல் மாறாதுள்ளது . அதனால் இஃது ஆற்றல் காப்பு மண்டலம் 
என வழங்கப்படுகிறது . 
3.10 . தல நுண் தொகை : ( Surface Integral )) 


[ F. dr என்பது வரை நுண் தொகை என்று சொன்னோம் . 


அதுபோன்று ஒரு தலத்தின் சமன்பாடு , 


x = x ( u , I ) y = y ( u , ) z = z ( u , v ) எனின் தலத்தின் 
சமன்பாட்டை = | ( U , I ) என வெக்டர் சமன்பாட்டால் 
தொகுத்துக் கூறலாம் . [ r = x i + y i + z k ] . A எனும் 
வெக்டர் தலத்தின் மீதுள்ள புள்ளிகளின் சார் பலனாகுக . 
தலத்தின் ஒரு பகுதி S ஆகுக . அதை M மிக நுண்ணிய பரப்பு 
களாகப் பிரிக்கவும் . ஒன்றை / Sp என்போம் ( p = 1 , 2 ... M ) . 
A Spi Pp எனும் புள்ளியைக் காண்போம் . அதன் கூறுகள் 
( xp yp p ) ஆகுக . அங்கு A- ன் மதிப்பு A ( xp yp zp ) . அங்கு 
அலகுச் செங்கோடு தலத்திற்கு ng ஆகுக . 


M 


Σ = Ap . 

• nyA Sp எனும் தொகையைக் கொள்க . M > 0 
p = 1 
ஆகும்போது இத்தொகைக்குத் திட்டமான எல்லை இருந்தால் , 
S எனும் பகுதி மேல் கொண்ட A. 

ண் 


S 


தொகை (Surface Integral ) எனப்படும் . தலப் பரப்பை S எனக் 
குறிக்கிறோம் . 

தல நுண்தொகையைக் கணக்கிட 
S எனும் தலப்பரப்பின் ) எனும் தளத்தில் உள்ள வீழல் 

dx dy 
( Projetion ) R ஆகுக . என்றால் JJ A • n . ds = 

| JA.n 

| n . k . | 


S 


R 


என நிறுவுவோம் . 


Lt 


JA.nds 


M 
2 - ny A Sp என்றோம் . 
PP 


M - 0 


1 
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A Sp- ன் x ) தளத்தில் வீழல் mp . k | SP ஆகும் . 


N 


APA 


IR 


S AS 


२२ 


| 


R 


து 


дходу , 


X 


படம் 18 . 


[ ( ng - k ) என்பது A Sp பரப்பிற்கும் , x y தளத்திற்குமுள்ள 
கோணத்தின் கோசைன் விகிதமாகும் . ) 


இது A xp A yp எனும் பரப்பிற்குச் சமம் . 


நா 


A Sp 

A xp Ajp ( இதில் இரண்டிற்கு மேற்பட்டபடி 

| ny . k | 
நுண் அளவுகள் விடப்பட்டன . ) 


M 


Sſa.n ds 


Axp Ap 
2 Ap . p . Inp.k | 


S 


p - 1 


00 


- A 
SSA.s 


dx dy 
. 


RM 


இவ்வாறு தலப்பரப்பின் சமதளத்தில் உள்ள வீழலினால் 
தல நுண் தொகை காண்கிறோம் . 

dydz 

d z dx 
இது போலவே 

In.il 

n 


A. n 
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|| 


தளத்தில் உள்ள வீழலைக் கொண்டும் 


என மற்ற 1z , zx 
காணலாம் . 


R 


V 


8 


- 


படம் 14 . 


குறிப்பு : 
{ i ) R என்பது x ) தளத்தில் ஒரு பரப்பானால் 


d x d ) என்பது R ன் பரப்பைத் தரும் . 
R 


( ii ) | 

[ Jadx dy 


பரப்பு XX ஆகும் . 


R 


( x , y என்பது R- ன் புவியீர்ப்பு மையம் அல்லது திணிவு 
மையம் ) . 


( iii ) 


y dx d y = பரப்பு x y ஆகும் . 


R 


SS 
(iv ) [ J x d x dy = 


y அச்சைச் சார்ந்த பரப்பின் 
நிலைம நெம்பு திறன் . 


R 


( v ) [fy dx dy 


X அச்சைச் சார்ந்த பரப்பின் 
நிலைம நெம்பு திறன் . 


R .. 


இவை சாதாரணப் பரப்புக்களுக்குத் தெரிந்த விஷயங் 
களாதலால் , வற்றைத் தல நுண்தொகை காணப் பயன் 
படுத்தலாம் , 
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n dy dz 
In .il 


n d x dy 
nd 

In . k | 
கவனத்தில் வைக்கவும் . 


nd z dx 
| Dn . j | 


என்பதை 


d x dy 
p.n , in k | 

ஆகும் . 


f]r = 41 -Jr 

[ jvxF . 


d x dy 
V X F. n ds V X F. n 

ஆகும் . 

| 1} - k | 
S 

R 
[ R என்பது S- ல் x ) தளத்தில் வீழல் ] 


கணக்கு : A = 18z i - 12j 1-3y k S என்பது 0x , 0y , 0z அச்சு 
களுக்குள் அடங்கியிருக்கும் 2x + 3y + 6z = 12 எனும் தளத்தின் 


பகுதி என்றால் (TA.nds ஐக் கணக்கிடுக . 


N 


R 


-y 


* R 


படம் 


15 . 


d x d y 


TTA.nds = | An 

| 


In.k | 


( i ) n ஐக் கணக்கிட : 

தலச் சமன்பாடு 2 x + 3 + 6z - 12 = 0 p ( x , y , z ) = 0 என் 
போம் . 


அதன் செங்கோட்டு திசை 
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3 


வெக்டர் VP 


( 2 x ) i + 8, ( 3y ) i + 


2 

( 63 ) k 
3z 


6x 


= 2i + 3j + 6k 


( இது நாம் அறிந்ததே . ) 


n 


2i + 3j + 6k 
14-+ 9 + 36 


= 2 + j + A 


ஃ n . k 


6 
7 


(ii ) A.n = ( 18z - 12 j + 3y k ) 


( 21 + 3j + 6k ) 

7 


( 21 


363 36 

18 ) 

+ 
7 7 7 


18 ( 23-2 + 1 ) 
7 


ffans - 3 // + (2-2 + -) - - - 


R 


= 3 


31 


( 2z - 2 + y ) dx dy 


R 


இங்கு R என்பது 0 P Q எனும் முக்கோணம் . 


P என்பது ( 6 , 0 , 0 ) 


Q என்பது ( 0 , 4 , 0 ) 


இதன் பரப்பு = 12 ச.அலகு . 


x = 2 


y = 


Z = 0 


. 


( i ) 


2z de dy = 0 


[ 2zX பரப்பு ] 


1 / 2விக் 
2ix 


2lxdy = - 2X பரப்பு = 2x 12 = -24 ச . அலகு . 


R 
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( iii ) 


d : dy = yX பரப்பு = X12 = 16 ச . அலகு 


Sfida 
T [ A 24 


A • In ds = 3 [ -24 + - 16 ] 


-24 


- 


கணக்கு : x2 + v = 16 எனும் உருளையின் 

வளை 

தலப் 
பரப்பை 0X , 07,07 அச்சுகளுக்கிடையேயும் , z = 0 , z = 5 எனும் 
தளங்களுக்கிடையேயும் கொள்க . இதன் மேல் A. n ds- ன் 
மதிப்பை A = z + 2 j 3yz k என்றால் , கணக்கிடுக . 


SS 


தீர்வு : 


A 


E 


B 


வளை தலப் பரப்பை 
x ) தளத்தில் வீச்சிட்டால் ( D 
எனும் 

வில் மட்டும் வருகிறது . 
ஆகவே , x 2 தளத்தில் வீச்சிடுக . 
அது 

OAlBC எனும் செவ்வகம் 
ஆகும் . OC = 4 ; 0A = 5 . 

dx dz 
.n ds = 

|nj| 
S 

R 

என்பதன் திசை 
V ( x + y ) - ன் திசை 


Sf A. 


A.D 


n . 


படம் 16 . 


= 2xi + 2 ) j 


2 x i + 2y j_ xi + yj 





n 


2xi + 2 pj 
V 4 x2 + 4y 


8 


4 . 


In.j ] = ) ; 


: A = zi + x j- 3yz k 


n = xi + / j 

4 


ஃ An = + ) 


4 ) 


--- 
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A. n 


|nj| 


5 4 


x z + xy dx dz = 


SS 


y 


R 


z = 0 x = 0 


*** 
Sje * + x Jés de 

| |l ++ ) - 
= (4z +8 ) 42 
j + 


5 4 


116-22 


Z = ( 0 x = 0 


Z = 0 


= 90 


கணக்கு : F = Axy i -- y j + z k என்றால் , 


F.n ds- ன் 


[ F .. 


மதிப்பை x = 0 x = 1 , y = 0y = 1 , z = 0z = 1 எனும் கன சதுரப் 
பரப்பின் மேல் காண்க . 


தீர்வு : ( 1 ) ABCO என்ற பக்கத்தில் 


Z 


E 


F 


G 





y 


1 


A 


B 


படம் 17 . 


n = -k 
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. 


F = -- y 


ஃ F.n = 0 


ஃ . 


நுண் தொகை 


= 0 


( ii ) OCDE என்ற பக்கத்தில் 


x = 0 ; 


.. F = (-y i + yzk ) 


. Fin = 0 


நுண் தொகை = 

= 0 


iii ) 0 EFA என்ற பக்கத்தில் y = 0 


n = -j 


. 


F = 4x7 


F.n = 0 


நுண் தொகை = 0 


( iv ) GDEF என்ற பக்கத்தில் 


2 = 1 , 1 = k 


ds = dx dy 


. 


ff Fon = [f(4x:->* + b ) das 

= [ f dr by = 4y = 1 . } - ) 


( v ) ABGF என்ற பக்கத்தில் x = 1 n = d = dy dz 


. 


நுண் தொகை 


4 z dy dz = 4 / 4x } = 2 


= [ 4 z dy is 


( vi ) BCDG என்ற பக்கத்தில் y = 1 n = j ds = dy ds 


11 


ஃ . நுண் தொை 


-1 


SS dz da 


. 


மொத்த நுண் தொகை = 1 / 2 + 2-1 = 3/2 


கன 


நுண் 


தொகை : V எனும் கொள்ளளவிற்குள் 
Pk ( xkyk xk ) ஒரு புள்ளியாகுக . அதைச் சுற்றி Axk : A jk A zk 
எனும் கனச் செவ்வகம் கொள்க . இவ்வாறு V ஐ M கனச் 


வெ . 6-7 
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செவ்வ 


செவ்வகங்களாகப் பிரிக்கவும் . Pk ஐச் சுற்றி கனச் 
கத்தின் 

அளவு Vk ஆகுக . " ( x , y , z ) எனும் 
திசையிலிச் சார்பலனின் மதிப்பு Pk- ல் ¢ ( xk ykzk ) . 


கன 


ஒரு 


M 
A ¢ (xkyk zk ) A Vk எனும் தொகை M + 00 ஆகும் 
K 

= 
போது - ( - 

அதாவது A Vk + 0 ஆகும்போது - ஓர் எல்லையை 
அணுகட்டும் . அது V எனும் கொள்ளளவில் ; ( x , y , z ) - ன் கன 
நுண் தொகை எனப்படும் . அதை * du எனக்குறிப்பர் . 


கனச் செவ்வகங்களைத் தொகுக்கும் போது Ax A ) மேல் 
உள்ள கன செவ்வகங்களை A z மாறும்படி z அச்சுத் திசை 
தொகுக்கவும் . அதாவது x , y மாறிலியாகக் கொண்டு z ஐச் 
சார்ந்த நுண் தொகையை 2 - ன் எல்லைக்குள் காணவும் . பிறகு 
1 ஐ மாறச் செய்யவும் . பிறகு x ஐ மாறச் செய்யவும் . இவ்வாறு 
முடிவில் வருவது கன நுண் தொகையாகும் . 


( எடுத்துக்காட்டு ) 4 x + 2y + z = 8 , x = 0 , y = 0 , z = 0 
எனும் தளங்களுக்கு உள்ள கொள்ளளவில் = 45 x ) எனின் 


SSødvs . 


od : காண்க . 


[ z = 8-4x - 21 


ஆகவே முதலில் A = - லிருந்து 8Ax- 2 ) எனும் வரைதொகை 
காணவேண்டும் . இவ்வாறு dic d y எனும் பரப்பின் 
z உயரம் உள்ள கனச் செவ்வகம் வரும் . பிறகு ) அச்சுக்கு 
இணையாக இவற்றை அடுக்கவேண்டும் ( x y தளத்தில் ) . 
அப்போது 2 ) + 4 x = 8 அல்லது y = (0 லிருந்து 4 - x வரை 
y மாறும் , பிறகு X அச்சுக்கு இணையாக x = () லிருந்து 4 x = 8 
அதாவது x = 2 வரை மாறும் . ] 


கன நுண் தொகை 


IJjsd = || 


4 x- 2 } 
45 x y d z dy d x 


வெக்டர் நுண்தொகை கணிதம் 
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- / | 45:56 


45 x " y ( 8 - 4 x – 2y ) d y d x 


2 


- 
-- 


13 


45 
3 . 

x " ( ( 4-2x ) dx 


x = 0 


128 


பயிற்சி 


1. F = ( 2x + y ) i + ( 3 ) - x ) | என்றால் 


| F. tr . ன் மதிப்பைக் கீழ்க்கண்ட நியதிக்குட்பட்டுக் காண்க : 


C 


C எனும் வரை ( 0 , 0 ) - ( 2 , 0 ) 
களால் ஆன பாதை . 


( 3 , 2 ) எனும் நேர்கோடு 

( விடை 11 ) 


2. ஒரு விசை F = 3 x " i + ( 2 x z -- y ) j + zk ஒரு 
துகளின் மேல் செயல்பட கீழ்காணும் பாதைகளில் இயங்கினால் 
விசை செய்த வேலையைக் கணக்கிடு . 

( i ) ( 0 , 0 , 0 ) - ( 2 , 1 , 3 ) எனும் நேர்கோடு 
( ii ) x = 2 y = t z = 4 t " t எனும் வரை . 

t = 0 லிருந்து t = 1 எனும் புள்ளி வரை . 
( iii ) x = 4y 3x = 8 2 எனும் வரை . 


x = () லிருந்து x = 2 வரை , [ ( i ) 16 ( ii ) 14. 2 ( iii ) 16 ] 


3 Fr. di. என்பதில் F = ( x - 3y ) i + ( ) - 2 :) ) 


c 


என்பது x = 2 cost y = 3 sin t எனும் முழு நீள்வட்டம் 
[ t = 0 லிருந்து t == 21 வரை ] 

( விடை : 61 ) 
4. " = x , y = x " என்பவை அடக்கும் பரப்பின் பகுதி 
c எனவும் A ( x - y ) i + ( x + y ) j எனவும் ஆக A. dr - ன் 


e 


( விடை : 3 ) 


மதிப்பைக் காணவும் . 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 
5. A = { 4 x y - 3 x " z ) i + 2 x " j - 2 x j k என்றால் , 
A. dr- ன் மதிப்பு பாதையைச் சாராதது என நிறுவுக . 


| 


C 


A 

V P எனும் படியான P எனும் திசையிலிச் சார்பலன் 
உண்டு எனக் காட்டுக . 


p எனும் சார்பலனைக் கணக்கிடுக . 


[ p = 2xy - x2 + c) 


6. F = ( y cos x + ze ) i + ( 2y sin x - 4 ) j + ( 3x z " + 2 ) k 
என்பது ஆற்றல் காப்பு விசை என நிறுவுக . அவ்வாறெனின் 
ஆற்றல் காப்பு மண்டலத்தின் நிலைப் பண்பு என்ன ? ( 0 , 1- , 1 ) 
லிருந்து 

1 , 2 ) வரை ஒரு துகளை இயக்கும்போது விசை 


செய்த வேலை என்ன ? 


( p = y + 

y sin x + x 2 - 4 ) + 2z + c ; 15 + 4 r ] 


7 . 


கணக்கிடுக : 


r 


r . n ds 


{ a ) S என்பது ( x = 0 , y = 0z = 0 , x = 1 , y = 1 , z = 1 எனும் 
பக்கங்களையுடை கன சதுரம் . 


( b ) ( 0 , 0 , 0 ) ஐ 
கோள தலப் பரப்பு . 


மையமாகவும் u நீளம் ஆரமுள்ள 

[ ( a ) 3 ( 6 ) 4 Ta ] 


8. Al = 4 i + x y 2 j -- 3 z k என்றால் 


JIJA . n 6 - ன் மதிப்பை x = ** + y" எனும் கூம்பும் z = 4 


S 


எனும் தளமும் அடங்கிய முழுப்பரப்பின் மீது காண்க . 


[ 320 * ] 


வெக்டர் நுண்தொகை கணிதம் 
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9 . 


இங்கு 
( 2 x + y ) IV- ன் மதிப்பைக் காண்க . 


Jrra + 
+ 


V என்பது 2 

= 4 x , x = 0 , y = 0 , y = 2 , 2 

2 , 2 = 0 

801 
என்பவை அடக்கிய கொள்ளளவு . 


اس 


10. F = ( 2 x " - 3 z ) i - 2xyj -- 4 k என்றால் , 


{ 
i 
) 


( i ) [ [ ] 

SSS v.Far 


( i ) | vx F dv என்பதை x = 0 , y = 0 , < = 0 


4 எனும் தளங்கள் அடக்கிய கொள்ளளவில் 


2 x + 21 + x 
காண்க . 


4. கிரீன் , ஸ்டோக்ஸ் , கவுஸ் 

தேற்றங்கள் 


( Theorems of Green , Stokes and Gauss ) 


4.1 . தளத்தின் கிரீன் தேற்றம் : Green s Theorem in the 
plane ) 

ஒரு மூடிய வரையால் ஒரு தளத்தில் அடக்கப்பட்ட பரப்பு 
R ஆகுக . வரையில் செல்லும் போது பரப்பு இடப் பக்க 
மாகவே இருந்தால் அது நேர்த் திசையில் ( Po itive site ) 
செல்லுதல் எனப்படும் . ஆகவே படம் ( 18 ) -ல் வரையை 
இடமாகச் சுற்றுதல் நேர்த் திசையாகும் . 


Y 
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8 


16 


ox. 


a 


6 


-- 


பட 18 . 


கிரீன் தேற்றம் : அச்சுகளுக்கு இணையாக வரையப்படும் 
இரண்டு இடங்களுக்கு மேல் வெட்டாத மூடுவரை ஆகுக . அது 

2P 00 
P ( Q 

( = Px ) ( = Qx ) 
தொடர்ச்சியுடையதாக இருக்கட்டும் . அப்போது , 
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A Pdx + Q ty = J] 


3Q 


OP 
ay 


dx dy 


3 


ஆகும் . (வரை நுண் தொகை நேர்த் திசையில் கொள்ள 
வேண்டும் ) 


நிரூபணம் : 


சாதாரண ஒழுங்கு வரை C ஆகுக . 


SSS 
82.de dy எனும் 


R 


நுண் தொகையை முதலில் 1 ஐ நிலையாகக் கொண்டு ஐ 
x 2 x ( y ) - லிருந்து x = x , ( ? ) வரை மாறும் போது காண்போம் . 
பிறகு ) ஐ y = c- லிருந்து d வரை மாற்றுவோம் . ( படம் 18 காண்க . ) 


d 


( y ) 
100 

dx 


ஃ . 


TIReds by = Jes | 


* 


R 


C 


* , ( 2 ) 


d 


([Q(+2 ,3 ) – ( Q * , 3) 4 


d 


fo ( s, y ) dy + [ Q ( x , y ) dy 

) 


அப்போது இந்த நுண் தொகை வரையின் மீது a BY 
எனும் வில் மீது முதல் நுண் தொகையும் , தொடர்ந்து yaa 
எனும் வில் மீது இரண்டாவது நுண் தொகையும் காணப் 
படுகிறது . 


. 


கூடுதல் 


P Q ( x , y ) dy 


C 


3 , ( x ) 


இதே போல ( Pax dy 


3 P 

dy 
2 a 


y 
31 ( x ) 


O ÁLT 61 600 65001 gi 
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b 


b 


a 


8 


b 


a 


( 


SPP (x,y,) dx = P (x,71) ex 
- S P ( x , y1 ) dx + SP(*1982) dx 

$P 

-- fps , 9) di 
is dy = { }(5,9)de 

1 ( 99- ) av dy - ( P & + 28 


رہ 


வெக்டர் குறியீட்டில் கிரீன் தேற்றம் ( தளத்தில் மட்டும் ) 

P ( x , y ) , L ( x , ) u firii uw . GST 


F = Pi + lit Ok 6T CUTI . 


V x F = 0i + 0j+ OP) 


ах 


k 
ay 


வரையின் அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர் 


T 


T ds 


T - 72 +3+Ok 
: {p& + @4 ) - 5.5 
Se ) de dy = $ ſk.7x14 
கிரீன் தேற்றம் ( 8 

submiffico - ) de dy = $op de 7Q 


.. 
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என்பது வெக்டர் குறியீட்டில் 


- 


FF 


kVXFdA 

F.Tds 
R 
என வருகிறது . [ k என்பது தளத்திற்குக் குத்தான அலகு 
வெக்டர் ) 


குறிப்பு ( i ) : அச்சுகளுக்கு 

ணையான 

கோடுகள் 
இரண்டு புள்ளிகளுக்கு மேல் மூடு வரையை வெட்டினாலும் அது 
ஒழுங்கு வரையானால் , தேற்றம் பொருந்தும் . ஏனெனில் , 


படம் 19 . 


பரப்பைப் பாகங்களாகப் பிரித்து ஒவ்வொன்றையும் இரண்டு 
புள்ளிகளுக்கு மேல் வெட்டாதனவாகச் செய்யலாம் . ( படம் 19 ) 
பார்க்கவும் . 

குறிப்பு ( ii ) : பல வரைகள் மூடிய பரப்பெனின் ( Multiply 
connected region ) சிறு வெட்டுக்களால் ( cuts ) ஒரு மூடி வரை 


4. 


B 


படம் 20 . 


பரப்பாக்கலாம் ( Simply connected region ) . படத்தில் கோடிட்ட 
பாகம் பரப்பு . AA BB என்பவை வெட்டுகள் . வரையில் 
செல்லும் திசை அம்புக் குறியால் காட்டப்பட்டுள்ளது . 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


கணக்கு : 


கிரீன் தேற்றத்தினால் 3 Fxdy - y dx = பரப்பு A எனக் 


காண்க . 


2 


இங்கு P = 


- , 2 = 


5 


என்றால் 


P dx + Qd y = } ( x dx - y dx ) ; Qx = } Px -- } 


-- + f a ty -- ரன் - [ j in a y = A 


என வருகிறது . 


கணக்கு : 


F x " dy -- y de = 2 4 ( x + y ) எனக் காட்டு . 


இங்கு 


( x , y ) என்பது பரப்பு A- ன் திணிவு மையம் ( Centre of mass ) . 


தீர்வு P = - - 


Q = x2 


--2 , = 2 : 
: Fx dy - y d x = 2 [ J ( x + y) d x dy 
= 2 [f * is fiy + 2 ] , as 

JJ dxdy 


= 2 A x + 2 A y 


: Fx" dy - y d x 


= 2 A ( x + y ) 


கணக்கு : 


x3 dy -- y dx 


என்பது 


தளத்திற்கு 


ஆதியில் 


குத்தாகவுள்ள அச்சைச் 
எனக் காட்டு . 


சுற்றிய நிலை 


ம 


திருப்புத்திறன் 


P = - y * Q = ** 


கிரீன்ஸ் , ஸ்டோக்ஸ் , கவுஸ் தேற்றங்கள் 
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3 P 
3 y 


- 3 


30 
2 * 


= 3x 


* 
| Fx * dy - y* d x = 1 [ ] [ 3x * + 3 y " ) d x dy 

[J (x + y " ) d x dy 


ஆதியில் குத்தாகவுள்ள 
< அச்சைச் சார்ந்த பரப்பின் 
நிலைம திருப்புத் திறன் I z ( M. I 
about z axis) 


ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் : S எனும் தலத்தின் மேல் F என்பது 
ஒரு புள்ளி வெக்டர் சார் பலன் ஆகுக . S எனும் தலம் , இரு 
பக்கங்களுடையதும் ஒழுங்கானதும் தள தலமாகுக . தலத்தின் 
எல்லை வரை ( தலப்பரப்பை அடக்கும் வரை ) C ஆகுக என்றால் , 
r x F & s = 4 F. dr 

C 
இது ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் எனப்படும் . 


SS n.1 


S 


நிரூபணம் : 





ch 


-y 


+ u 


படம் 21 . 


( S எனும் தலப் பரப்பு , u v தளத்தில் S எனும் தளப் 
பரப்பாக ‘ மாற்றம் அடைந்துள்ளது { mapped or transformed ) . 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


S எனும் தலத்தின் சமன்பாடு x = x ( u , ) y = } ( u , :) 
z = z ( u , v ) ஆகுக . ஆகவே ( u , I ) - ன் மதிப்புக்கு S- ல் உள்ள 
புள்ளிக்கு ( u , 3 ) தளத்தில் ஒரு புள்ளியுள்ளது . இவ்வாறு S எனும் 
தலப் பரப்பு ( பொது வெளியில் உள்ளது ) u , 1 தளத்தில் S ஆக 
" மாற்ற மடைகிறது . [ { x , y , z ) ++ ( u , :) ] . 


fu 


= 


ar ) 
3 


n d s = ru X ry 

du du ஆகும் . 


2r 


Iy 


11 


a 1 


. 


Jr.. 


11 


r . V X F ds 
S 


SS 


ru X ry . V X F du d x 


S - ன் எல்லை வரை C என்பது S ஐ அடக்கிய C- ன் உருவ 
மாற்றம் ( image ) ஆகும் . 


ஆனால் d r = ( ru du ry d x ) 


$ F. dr 


11 


SF (ru 


F { ru du + r du ) 


C 


ஃ . 


$ ( ru du -+-r,du) F 

[] rx r .. [ x F ess 


CH 


என நிரூபித்தால் ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் நிரூபணமாகும் . 
[ தளத்தின் கிரீன் தேற்றத்தையும் 

( a x b ) , ( c x d ) = ( a . c ) ( b - d ) - ( a , d ) ( b , c ) 
எனும் ஆத்திரத்தையும் பயன்படுத்துவோம் ) . 


VX F = iX Fx + j x F , + kX F , 

ru x ry . VX F = ( r X ry ) X ( i X Fx ) + இது 
போன்ற 2 உறுப்புகள் 


ஆனால் rr . i = xx ; ry . i = x , = (rx.i ) ( ry.Fx) - { ry.i ) ( r . Fr ) 
ஃ , ru X rr . VX F = xury . Fx xy ru - Fx + 

Yu rv . Fy - Yv ru .Fy + 
Sury . F : – zw ru . F. 


-| 
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3 


Ty . 


OF 2 

OF 0 ) 
+ 

+ 
8 xx 30 

2 20u 


3 * 
a 


2 


1 


2 * 3 : F0y F 

+ 
3x* 07 ay Oz 


831 


= ry . Fu - ru . F, 


= ( ry . F ) u- ( ru . F ) , [ : ru ; = ruy ஆனால் ) 


( கிரீன் தேற்றத்தில் x = & ; y = V , P = ru . F , Q = r . F 
எனப் பிரதியிட ) . 


( ry 


Iru = F } du ( rs.F } do 


) ( 


. 


Si [ F) - ( rs . F)/ 

F }}k + 4 + - - 
Trx+ x F 
இவ்வாறு ம . $ F . dr 


F. (rudu + r a 


.. 


ru X ry . VX Fdu d = 


C , 


n . V X Fds 


என ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது . 


குறிப்பு 1 : சுமதளப் பரப்பிற்குப் பொருந்திய கிரீன் 
தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி பரப்பு , வளை தலப் பரப்பாயினும் 
பொருந்தும் என மேலே காட்டப்பட்டுள்ளது . 


குறிப்பு 2 : Tn v x F 4 5 என்பதை 


S 


vxF. ds எனவும் எழுதலாம் . 


S 


இங்கு ds என்பது வெக்டர் பரப்பாகும் . 


குறிப்பு 3 : இந்தத் தேற்றத்தின் மற்றொரு நிரூபணம் 
கோப்பில் காணவும் . 


- 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


கணக்கு : 


C எனும் வரை y = x , y = x எனும் வரைகள் அடங்கிய 
பரப்பின் பரிதி வரை என்றால் , 


9 ( 3 ) + y")tix + x & y என்பதைக் கொண்டு தளக் கிரீன் 


தேற்றம் சரி பார்க்கவும் . 


தீர்வு : 

y = x ; y = x எனும் வரைகள் ( 1 , 1 ) எனும் புள்ளியில் 
வெட்டுகின்றன . 


7 


All , i) 


y == 


* 


2 


y = x2 


8 


படம் 22 . 


* y = ** எனும் பாதையில் ( x y + y * ) d x + x d » 
கணக்கிட x = t , y = 1 எனப் பிரதியிடவும் . 


:: dx = dt d y = 2t dt 


: [ * 


(xy + y ) dx + x dy 


- ( * 1 


( t3 + 14 ) dt + 2t3 dt 


| ( 31 * + t " ) dt = 


* + + 


19 
20 
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40 எனும் நேர் வரையில் 


i 


( x y + y ) dx + dy 


- 1 


: 


} 


19 
20 


-1 


-- 


1 
20 


f][k¥ - 5 ) ** - * தற ) }dx dy 

JJ ( x - 2 ) ) dr diy = ) ( x 


* 


2y 


R 


] 


X 


(* ) - ) ) 


2 


- --- 
) 
--- 


1 


}} 


- 


4 


-- 


= 


== 


-- 


1 
20 


இவ்வாறு தேற்றம் இரு முறையிலும் ஒரே மதிப்பு வருவதால் 
சரி பார்க்கப்பட்டது . 


ஸ்டோக்ஸ் தேற்றத்தைப் பான்படுத்தி F A dr = 0 

P 


நியதி Y X A = 0 


ஆகத் தேவையும் போதுமானதுமான 
என நிறுவுக . 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 
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போதுமானது எனக் காட்ட : 


TX A = 0 ஆகுக . 


: FA.dr 

A . dr = ( VX A ) . nds 


S 


ஆனால் V X A = 0 


.. 


A A 4 
* Adr = 0 


தேவை எனக் காட்ட : 


A A . dr = ) எனும் சமன்பாடு எல்லா மூடிய வரைகள் 


C 


G- க்குப் பொருந்தட்டும் . ஏதேனும் ஒரு புள்ளி P- ல் V X A # 0 
என்போம் . 


VX A என்பது தொடர்ச்சியுடைச் சர் பலன் எனக் 
கொண்டால் P ஐச் சுற்றிய S எனும் ஒரு சிறு மண்டலத்தில் 
V X A + 0 ஆகும் . 


அதாவது 7X A = an ஆகுக . C என்பது ஒரு நேரெண் 
மாறிலி. S- ன் பரிதிக் கோடு C ஆகுக . 


. 


AA.dr = SS v.x As on des 


C 


=== 


= JJ nands > 0 
F. A.dr > 0 எனக் 


.. 


கொள்கைக்கு முரணாகிறது . 


எல்லா இடத்தும் V X A = 0 ஆக வேண்டும் . 


பாய்வுத் தேற்றம் ( Divergence Theorem ) 

F ( r ) எனும் ஒரு புள்ளி வெக்டர் சார் பலன் மூடிய வளை 
தலப் பரப்படக்கிய கண மண்டலத்தில் வகைக் கெழுவுடைய 
தாக இருந்தால் , அந்த மண்டலத்தில் F எனும் வெக்டரின் 
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பாய்வின் கன நுண்தொகை F- ன் புறத்தலப் பரப்பின் , தல 
நுண்தொகைக்குச் சமமாகும் . 


கணிதக் குறியீட்டில் 


SSS D.F d = SS Fands 


V 


S 


( V என்பது S எனும் தல மடக்கிய கன மண்டலமாகும் . ) 


na 


22 


S2 


S | 


n , 


-y 


R 


c 


C 


படம் 23 


நிரூபணம் : S என் பது மூடு வ ைதலம் ( closed surface ) . 
அது அடக்கிய கன மண்டலம் V. 7 அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள 
கோடு S ஐ P , ( x , y , zy ) எனும் புள்ளியிலும் , P , ( x , ) , 2 ; ) எனும் 
புள்ளியிலும் வெட்டட்டும் . z1 = 22 எனும் படியான புள்ளிகள் 
S- ல் C எனும் வரையைத் தருகின்றன . இந்த வரை S ஐ S , 
எனும் மேல் , பரப்பாகவும் , S , எனும் கீழ்ப் பரப்பாகவும் இரு 
பகுதிகளாகப் பிரிக்கின்றன . 


பரப்பில் dF எனும் வெக்டரின் பிரிவுகள் F , F , F3 ஆகுக . 


ஃ F = F , i + F , j + Fk 


OF , 

OF , 
ஃ V.F = 

+ + 
3x ay 


வெ.நு .-- 8 
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fl | v Fav -JJ ] Fari e + fift arts as 


V 


OF : dx dy is 


+ JJJ - as dy 
THE **- [fe 


F3 dz 


dz 


71 


[ R என் பது S எனும் பரப்பின் x ) தளத்தின் மீதுள்ள வீழல் . ] 


- } 
ITF ( x y zs ) dx ty - [ [[F! (x>3>31) dx dy 


R 


1 


மேல் பகுதியாகிய S ,- க்கு dx dy = Ron ds . 


ஆனால் , கீழ்ப் பகு தியாகிய S.- க்கு <dx dy = -R n ds , 
ஏனெனில் , ஒரு பகுதியில் செங்கோடு n R வெக்டருடன் குறுங் 
கோணத்திலானால் மற்றப் பகுதியில் விரி கோணமாகும் . R - n 
என்பது 

அவையடக்கிய கோணத்தின் கோசைன் விகித 
மாகையால் , ஒன்றில் நேரெண்ணானால் மற்றதில் எதிரெண் 
ணாகும் . 


. 


R 


JJ F5 (xy z )is t > [ = F ; ( x , ) , 3 ) க ம் 

= j ] F K.m & S + Jj f > K.ns 
* ] ] ] == tv = [] F> Ka is 


S , 


S. 


S 


இதே போல , 


FiJPF; &v =Jj Frink ; fj] Far - JJ F«j•n#3 


S 


S 
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S 


* [[] ( 5+ + 32 )« v - [[ 5i +F.j +F4)# as 

fr/v.F *-[[ Faa 


குறிப்பு :: மேற்கூறியது கூறு அச்சுகளுக்கு இணையாக 
வுள்ள கோடு மூடு தலத்தை இரண்டு புள்ளிகளில் வெட்டும் 
பரப்புக்களுக்குக் கூறினோம் . நான்கோ அல்லது மேற்பட்ட 
புள்ளிகளில் வெட்டினால் தேற்றத்தில் கூறியபடியுள்ள தலங் 
களாகப் 

பிரிக்க முடிந்தால் ஒவ்வொரு பகுதிக்கும் தேற்றம் 
பொருந்தும் . ஆகவே , கூடுதலைக் கொள்ள முழுத்தலப் பரப்பிற் 
கும் பொருந்தும் . 


குறிப்பு : ( i ) [ JJ 


7.FdV என் பதை 


so 


TF dV எனவும் 


7 Far 


V 


V 


குறிப்பது வழக்கம் . 


(ii) || 


Fin dS GT 60 L1605 


F. n ds 


என்றோ அல்லது 


SS Fan de 


FA 


F ds என்றோ குறிப்பதுவும் உண்டு . 


இங்கு ds 


என்பது 


பரப்பு வெக்டர் n ds ஐக் குறிக்கும் . 


வாய்வுத் தேற்றத்தின் பௌதிக விளக்கம் ( Physical cxplana 

tion of Divergence Theorem ) 


vAta 


S 


| 


n 


T 


undydz = dy 


dsy 


ds 


படம் 24 . 


S எனும் மண்டலம் , நீரியங்கும் மண்டலத்தில் ஒரு பகுதி 
யாகுக . F எனும் வெக்டர் , இயங்கும் நீரின் திசை வேகம் 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


V ஐக் குறிக்கட்டும் . இது புள்ளிக்குப் புள்ளி மாறுபடும் . < dss 
எனும் நுண்ணிய பரப்பு வழி At நேரத்தில் செல்லும் நீரின் 
கொள்ளளவு 


= VAL எனும் சாய்வுயரத்தையும் , ds எனும் அடிப் 
பக்கத்தையுமுடைய கனச் சாய் செவ்வகத்தின் கொள்ளளவு 

= ( VAt ) .n ds = V.nds At 
dS எனும் பரப்பு வழி அலகு நேரத்தில் பாயும் நீரின் கொள்ளளவு 


V.ndsAt 

At 


V.n ds . 


S 


ஃ S எனும் மொத்தப் பரப்பு வழி பாயும் நீரின் கொள்ளளவு 


- JJY 

Tv.nds. 


ஆனால் dV எனும் நுண்ணிய கன சதுரம் வழிப் போகும் 
நீரளவு V.V dV எனக் கண்டுள்ளோம் . ( பக்கம் 113 காண்க ) 
S எனும் பரப்பு முடிய கன மண்டலத்தில் பாயும் நீரளவு 


- [[ jv.Vav 
SSS v.V dv - SSV:n ds. V stórum o F 676 
மாற்றினால் , v.FAV= [TFonds. 


V 


S 


S 


கணக்கு : 


SSF. 


n ds 


எனும் 


நுண் 


தொகையை 


S 


F = 4 x z i - y j + y z k எனும்போது x = 0 , x = 1 , y = 0 , 
y = 1,2 = 

0,3 = 1 எனும் கன சதுரப் பரப்பின் மீது காண்க . 
தீர்வு : பாய்வுத் தேற்றத்தின் படி 

Tfs. F & v = SS 
F. n ds 


S 
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VF 


--- 


0 ( 4 x 2 ) + 0 ( ) ) + 0 ( y z ) 
3x 5 

3 . 


= 4 2 - 2 + y 


ர ( 4 2 - y) dv = 4 Vz - Vy ( x , y , z என்பது 


திணிவு மையம் ] . 


. 


V. Fd V = V [4 X ! - j ] = z x 1 = 3 

[ = 


[ V = 1 என்பது தெளிவு ) 


[ மேற் கணக்கில் அடுக்கு நுண் தொகையைப் படிப் 
படியாகக் காணாமல் ,, கன சதுரத்தின் திணிவு மையத்தின் 
சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்துகிறோம் ) . 


கணக்கு : A = 4 x i - 2 y j + z k எனும் வெக்டர் 
சார்பலனின் தல நுண் தொகையை x + y = 4 ; y = 0 , z = 3 
எனும் நேருருளையின் தலப்பரப்பின் மீது காண்க . 


தீர்வு : பாய்வுத் தேற்றத்தின்படி 


SSS A. n ds = SSS V. A DV 


S 


V.A 


8 ( 4 x ) + 0 ( -2 ) ) + 0 ( 2 ) 
3 * ay 

2z 


= 4 -- 4 y + 22 


. 


(4 - 43 + 2 2) 
(4-4y + 2 2 ) dY = 4 V -- 4 Vy + 2 Vz 


V = 4 * x 3 = 12 * ; . 4 V = 48 * 


y = 0 : 4 Vy = ) 


2 Vz = 2x 12 * X , 


36 * 


. V V-- 4 Vy + 2 Vz = 84 * 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


கணக்கு : Jrnds 


3 V எனக் காட்டுக . 


S 


V என்பது S எனும் மூடிய தலப் பரப்பு அடக்கிய கொள்ளளவு , 


தீர்வு : r = x i + / j + z k 

2x ay 

02 
ஃ . V. r 

+ 
3 ay 

22 


11 


3 


.. 


V 


If r = & s = jf] . 

I rAv = [ ] ] 34v = 3v 
if A.ns- Tig 

ITV. A d V என்பது போன்ற வேறு 


சில முற்றெருமைகள் . 


1 . 


fjr nts -f ] 

If VP dv எனக் காண்க 


மேற்கூறிய 


V 


PC 


பாய்வுத் தேற்றத்தில் A = 
ஆகுக . 


என இடுக . ( நிலை வெக்டர் 


.. 


Pc . n ds 


SSS 


V. ( p c ) dV 


S 


. 


SSc.( pn ) ds = SSS 

T ( VP ) 


c ) dV 


S 


= SSS ( c . V p) av 
c நிலை வெக்டராதலால் 
cJJ 
ponds = 
ds = c . 

SSA 
A PdV 

V 


S 


C என்பது ஏதேனும் ஒரு நிலை வெக்டராதலால் 


jjrasi - [[ [ r 


VpdV 


. 


. 
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2. VxB4v = [ [ nX B &S எனக்காண்க 


S 


SSS V. A dv 


SS 


A. n ds எனும் பாய்வுத் தேற்றத்தில் 


C என்பது ஏதேனும் ஒரு 


A = BX C எனும்படி பிரதியிடுக . 
நிலை வெக்டர் . 


. 


SSS V. ( B X c ) dv = SSB x con ds 


S 


V. ( B X c ) = c . ( V X B ) 
B Xcs n B Xn = cXn.B = c . ( n X B ) 


. 


SSSc . ( D XB ) dV = SS ( C. X B) ds 
c. [ [ [ v x B dv = c. Tn 


S 


. 


n x Bds 
S 


V 


C என்பது ஏதேனும் ஒரு நிலை வெக்டராதலால் 


[SSS 


AX BdV = 


n X Bds 


V 


S 


கிரீன் முற்றொருமைகள் : ( Green s identities ) 
( 1 ) முதல் முற்றொமை : 

P V * 4 + ( VP ) . ( V 4 ) dv 


V 


( 
I 


S 


[ ] ( P VA ) . ds 
பாய்வுத் தேற்றத்தில் JJU V .Adv = [ J A . nds 


V 


இதில் A = pT * எனப் பிரதியிடுக . 

. 
- SSS V . ( p V A ) dv [ T ( PV 4 ) . n ds 


- 


A 


S 


ஆனால் V. ( p V4 ) = P ( V , V ) + VPV4 

= PA s + AP . As 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 
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. 


If [pv 4 + ( VP ) - ( V A)]dv 1 < 

= JJ (PV #y ds... i) 


து கிரீனின் முதல் முற்றொருமை எனப்படும் . 
( 2 ) ( i ) - ஆவது சமன்பாடு போன்று . 


SSS [Av* p + ( VA ) ( V p ) ] tv = [J (AVp ) .ds ... ( i) 


எனவும் காணலாம் . 

( i ) - ( ii ) 


SIS (PV * - * * p) tv = ( Pvt - 4Vg ) .ds 


S 


இது கிரீனின் இரண்டாவது முற்றொருமை எனப்படும் . 


பாய்வுத் தேற்றம் , ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் , இவற்றைக் 
கார்டீசியக் கூறுகளில் அமைத்தல் : 

பய்வுத் தேற்றம் : 


1 . 


SSS F 

V. F & V - j ] F 


F. n . ds 


F = F , ( x , y , z ) i + F2 ( x , y , z ) j + F3 ( x , y , z ) k ஆகுக . 


a Fs 


3 FI 
ஃ V. F = + 

3x 


a F. 
ay 


+ 


n = 1i + m j + n k ஆகுக . 


செங்கோட்டின் 


12 


இங்கு !, m , 

என்பவை 

தளத்தின் 
திசைக் கோணங்கள் . 

. F. n = I F , + m F , + n F3 


ஆகவே , பாய்வுத் தேற்றம் கீழ் வருமாறு அமைகிறது : 
OF , 9 F , 

O Fy 
- + 

dx dy dz = 
2 ay 

22 


SSS 


F 


8 ) 


( FI + Fz m + Fan ) ds . 
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ஆனால் ! d S = dy dz ; m dS = dz dx ; n ds = dx dy . ஏனெனில் , 
dS- ன் x = 0 எனும் தளத்தின் மீது வீழல் = l dy dz . இது 
போன்று மற்றவையும் . 


Sff , dy dz + F2dz dx + F , dx dy ) 

- [ [ ] [ F + y + ** ) ariyaa 


எனவும் கூறலாம் . 


2. ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் : இதே போல ஸ்டோக்ஸ் 
தேற்றம் . 


OF : 


( ( F , dx + F , dy + F ds ) 


SS 


--- 


a F. 
22 


(dy dz 


8 ) 


c 


S 


19 F 


a Fs) dz dx 


+ 


37 


a F , 


2 FI 


+ 


( 


dx dy 


என ஆகும் . 


கணக்கு : 

S என்பது மூடிய தலப் பரப்பு ; r என்பது P ( x , y , z ) எனும் 
புள்ளியின் நிலை வெக்டர் . 0 என்பது ஆதி என்றால் , S- க்கு 

ds 


S 


உள்ளே இருந்தால் ( 5 ) 


SS He = 47 எனவும் நிறுவுக . 


SSS " AV 


( a ) பாய்வுத் தேற்றத்தால் 


[ * s = fjfg: 


ஆனால் 


VI= ( V r- ) . r + r - V.I 


** 


வெக்டர் நுண்கணிதம் 
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3 


S 


11 


76 


r . r + . 3 


1 
. 


= - 3r3 + 3r- * = 0 


( b ) ஆதி ) உள்ளே இருந்தால் r = 0 
எனும் போது -ன் மதிப்பு வரையறுக் 
கப்படவில்லை . ஆகவே , ஆதியை மைய 
மாகக் கொண்டு ஒரு சிறு கோள வளை 
தலப் பரப்பைக் கொள்ளவும். அதை 
S , என்போம் . அப்போது 


படம் 25 . 


nrds 
+ 


V.r 

dV = 0 


f " ; 4s - S 


" 


SS n.ods = SS 


8 


SI 


VI 


S + S | 


if As -- II = 48 ஆகும் 3, சாயம் 


r 


|| 


--- 


கோளத் தலத்தில் - = a ( கோள ஆரம் ) n 


u 


n . 





a 


1 


- 


1 
) 


]] 


-- 


ப 


- 


3 
r 


28 


a " 


-- 


4 ma 


ds 


SS as 


47 


3 


ds 

3 . 

aa 
SI 


a 


SI 


கணக்கு : ஒரு நீரியல் பொருளின் செறிவு p ( x , y , z , t ) 
ஆகும் . அது V ( x , y , z , t ) எனும் திசை வேகத்துடன் இயங்கு 
கிறது . இயங்கும் வழியில் நீரூற்றுகளும் ( Source ) , வடிகால் 

p 
களும் ( Sinks ) இல்லை எனின் , 1. V + = 0 எனக் காட்டு . 


at 


உள்ள 


இயங்கும் 


தீர்வு : ( V 

எனும் வ காள்ளளவில் 
நீரியல் பொருளைக் கவனிப்போம் . 


அதில் உள்ள பொருளின் திணிவு ( அல்லது பொருண்மை ) , 
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M = jIf - 4 


dv 


1 நேரத்தில் இது மாறு வீதம் 


29 & ]][ 4r = [ ] ] . 


V எனும் கொள்ளளவை விட்டு அலகு நேரத்தில் பாயும் 


நீரியல் பொருள் JJ V.n ds 

பு 
-II Vats = - [m] 


A ( p.v ] dV 


( 


( பாய்வுத் தேற்றத்தின்படி ) 


. 
00 


jei dv = 

TITA ( PV ) GV 
[SSS co . 


. 


- . P V + 


ap dv = 0 


at 


ஆனால் கொள்ளளவு V என்பது ஏதேனுமாகலாம் . 


ஆதலால் 


02 


A. ( p V ) + 


== 0 . 


at 


குறிப்பு : p நிலையானால் , 


02 
at 


7.V = 0 . அதாவது 


V பாய்விலா வெக்டராகும் . 


ஸ்டோக்ஸ் , பாய்வுத் தேற்றக் கணக்குகள் 
கணக்கு : 
( 1 , 0 ) , ( -1 , 0 ) , ( 0 , 1 ) , ( 0 , -1 ) எனும் முனைகளையுடைய 

xy d x + xy dy எனும் நுண் 


தொகை காண்க . 
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வெக்டர் நு 

ண்கணிதம் 


நுண் தொகை = 


( 3) 


sy dr - 1- xy dy 


A 


| (x y i + xy "j ) .dr 


AX ( x y i + xy " j ) .nds 


i+ +j) 
y x (wi+ })- ( B ( ry ") - * (sy} ) 4 


= { y - x ) k 
நுண் தொகை = (y - x ) dx dy 


.. 


S 


y dic dy 
y 


x dx dy 


சதுரத்தின் திணிவு மையம் x = 0 


. 


x dx dy = 0 


4 


| ydx tiy = ) அச்சைச் சுற்றிய நிலைம நெம்புதிறன் 

- x + - ) 


ஃ . 


4 . 


நுண் தொகை 


11 


3 | 


( இங்கு இது கிரீன் தேற்றக் கணக்கே என்பதைக் கவனிக் 
கவும் ) . 
கணக்கு 2 : 

x " + 1 + 2 = 1 எனும் கோளத்தில் x ; தளத்திற்கு மேல் 
உள்ள அரைப் பகுதியைத் தலமாகவும் , அதன் அடி வட்டத் 
தைத் தலத்தின் பரிதியாகவும் கொண்டு , 

A = ( 2x - y ) i - y zj - y *zk 
எனும் வெக்டரைப் பயன் படுத்தி ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் சரி 
காணவும் . 
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125 


தீர்வு ; 


FA.dr = | 

-Sox Aands 


C 


k 


VX AT 


a 


3 


3 


ax 


ay 


3z 


1( 2 : - ) ) - yz - yz | 


[ ( -2 ) 2 ) + 2yz] i + 0j + k 


= 


: k 


k • n dS = dx dy 


வலப் பக்கம் : 


[ [ dx ty = தலப் பரப்பின் வீழலின் பரப்பு 


S 


வட்டப் பரப்பு 


T 


டப் பக்கம் : 


x = cos t y = sin ! = 0 எனப் பிரதியிட , 


25 


F A.dr = 5 


( 2 x - y ) du - y z " dy --- yz dz 


0 


20 


= " 


( 2 cos t --sin t ) ( - sin t ) dt 


1 


23 
sin t dt = 4 . 

2 


IN 


| sin t de 


2 
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" வெக்டர் நுண்கணிதம் 


கணக்கு : 


fa 


நுண் 


. 


( AX F . ds 
எனும் 

தொகையில் 
S 
F = ( " + z -- x ) + ( 2 " + " - " ) j + ( x + y - 2 ) k . S எனும் தலம் , 
x "- + y - 2 a x + az = 0 என்பதில் 7 > 0 என உள்ள தலம் என்றால் 
நுண் தொகையைக் காண்க . 


தலத்தின் சமன் பாடு a ( z - a ) = - [ ( x - a) * + y ] ஆகும் . 


ஃ . 


z < a ஆக இருக்க வேண்டும் . 


ஆகவே , xy தளத்திற்குமேல் 2 = a 

தளத்திற்குமேல் 2 = a வரை உள்ள தலப் 
பரப்பில் நுண் தொகை காண வேண்டும் . 


இதன் பரிதி காண z = 0 இடவும் . 


பரிதிச் சமன்பாடு z = 0 ; ( x - a ) + y = a 


எனும் விட்டம் 


x = a ( 1 + cos G ) 


y = a sin a 


என்பது சமன்பாடு . 


S 


C 


( VXF.ds = | Fd 

| ( y + : - * " ) ds + ( = + x- > ") ° ) + ( * + y - 3 ) 4 
( 2r 


[ a sin 0 - a ( 1 + cos G ) ] ( - a sin a ) de 


+ [ a ( 1 + cos 9 ) -a sin a ] a cos a da 


20 


வற்றுள் 2 cos 0 0 0 


என்பதைத் தவிர மற்றவை 


பூச்சியம் . 


: 


நுண் தொகை = 2a . * . 


= 2xa 
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கணக்கு : 


| F . nds எனும் நுண் தொகையில் 


S 


z = 0 | 


F = { ( x - y z ) - 2x y j + 2 k } . n ds 
S எனும் தலப் பரப்பு x = 0 , y = 0 , 

x = a , y = 1 , 2 = a எனும் 
பக்கங்கள் என்றால் நுண் தொகையின் மதிப்புக் காணவும் . 


[ - 

F - n ds = [ v . Fdv 
V . F = – > " 


0 ( x - y z ) + 0 ( - 2 x y ) + - 0 
3 * ay 

03 


- 
| 


3X- 2x = x 


[ F - ns - TF 


x2 dV 


கன சதுரத்தின் ) 3 தலத்தையொட்டிய நிலைம நெம்பு 
திறன் 


a 


Jazfa 


d y 


x² d x 

d x 


a 


a 


* 


dy 


3 


as 


* 


பயிற்சி 


( F - nds- ன் மதிப்புக் காண்க . 


1 . F = 2 x y i + y z j + x z k . S எனும் தலம் x = ) , 
y = 0 , z = 0 , x = 2 , y = 1 , z = 3 எனும் தலங்களில் 
உள்ள பரப்பு . 

( விடை 30 ] 
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வெக்டர் நுண்கணிதம் 


2 , மேற் சொன்ன F எனும் வெக்டர் . S எனும் தலம் . 

351 
x = 0 , ) 3 , 2 = 0 , x + 2z = 6 

6 விடை 

21 
2 ) 


0 ; ) 


3. பாய்வுத் தேற்றத்தைச் சரி கா ணவும் . A எனும் 
வெக்டர் = 2 x" yi - y j + 4 x z * k . தலப் பரப்பு x = 0 , 
y = 0 , z = 0 + z = a ; * = 2 

( விடை 180 ] 


2 


4. A = ax i + by j + c z k என்றால் 


( TA . n ds = ( a + b + c ) V எனக் காண்க . S எனும் 


S 


மூடிய தலப் பரப்பு அடக்கிய கொள்ளளவு V ஆகும் . 

5. H = 1 X A என்றால் S என்பது மூடிய தலமானால் , 


| | H . nds = 0 எனக் காண்க . 


S 


6 . 


ds எனக் காண்க . 


SSS SS 

" - +4 
7. S என்பது மூடிய தலமானால் , | | nds 


0 எனக் 


S 


காண்க . 


. 


0 


2 


2 


8. A = ( y - z + 2) 1 + ( 2 + 4 ) j - xzk ; S எனும் 
தலம் x = 0 , 11 = 0 , 

x = 2 , yY 2 , 
என்றால் ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் சரிகாண்க , 

-- 4 ) 
9. F = x z i - y j + x y k . IS 

எனும் 

எ 
x = 0 , 
() , } = 0 , 2 = ) + 
2 x + y + 2 z = 8 ( x 2 தளத்தில் 

32 
இல்லாதது ) என்றால் ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் சரிகாண்க . 

3 


தலம் 


10. [ {vx A } x & S- ன் மதிப்பு காண்க . 


1 


S 


A ( x + y - 4 ) i + 3 x y j + ( 2 x z + z ) k 
S எனும் தலம் ( a ) x2 + y + z = 167 > ) எனும் அரைக் 
கோளம் ( b ) z = 4 - ( x + y" ) z > 0 எனும் பாகம் . 

[ ( a ) - 16 * ; ( b ) - 4 * ] 


பிற்கோப்பு 


( Appendix ) 


சுழலுக்கு மற்றொரு வரையறை ( Another definition for 
curl ) 


AS என்பது ( எனும் சாதாரண மூடிய வரையில் 
சூழப்பட்ட தலப் பரப்பாகுக . P அந்தப் பரப்பில் C- ல் 
அமையாத புள்ளியாகுக . A S- க்கு அலகுச் செங்கோடு 
1 ஆகுக . 


FA.dr 


C 


Lt 
என்றால் , AXA . n = 

As - 0 


ஆகும் . 


AS 


ம 


A : எனும் 

வெக்டரின் சுழல் மேற்குறித்தவாறு வரை 
யறுக்கப்படுகிறது . 


AS எனும் பரப்புச் சுருங்கி P எனும் புள்ளியை அடையும் 
போது வரும் வரை நுண் தொகைக்கும் - S- க்கும் உள்ள விகித 
எல்லை A எனும் புள்ளி வெக்டர் சார்பலனின் , P- ல் உள்ள சுழல் 
எனப்படும் . 


இவ்வாறு x , y , 21 அச்சுகளைச் ச.ராமல் , தலப் பரப்பையே 
சார்ந்து A எனும் வெக்டரின் சுழல் வரையறுக்கப்படுகிறது . 
எந்த அச்சுத் 

தொகுதியை வேண்டுமாயினும் நாம் 
கொள்ளலாம் எனவும் இதனால் அறிகிறோம் . 


வெ.நு.- 9 
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ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் : ( நிரூபணம் ) 

PC Q என்பது S எனும் தலத்தின் பரிதியாகுக ; தலத்தைப் 
பலவேறு சிறு பரப்புகளாகப் பிரிக்கவும் . A B C D : B E FO 


F 


AL 


P 


B 


E 


படம் 26 . 


என்பவை அவற்றுள் இரு சிறு பிரிவுகளாகுக . 

சிறு பிரிவுகளாகுக . அவற்றின் 
பரிதிகளை C , C , எனக் குறிப்போம் . F என்பது ஒரு வெக்டர் 
புள்ளிச் சார்பலன் ஆகுக . 


1 


[ F . dr = n VXFAS , + 4, A S : [ S , என்பது 


C1 


A B C D- ன் பரப்பு ) 


துபோன்று F.dr = n VXF AS, + I, AS. 


C9 


இங்கு A S் 0 ஆகும்போது t + 0 ஆகும் . இவ்வாறு மற்ற 
தலங்களுக்கும் எழுதிக் கூட்டவும் . C1 எனும் வரை நுண் 
தொகைக்கு B C வழி எடுக்கும் நுண் தொகை , C , எனும் வரை 
நுண் தொகைக்கு C B வழி எடுக்கும் தொகையொடு சேர்க்கப் 
பூச்சியமாகிறது . ABCDA ; BEFCB எனும் 

நுண் 
தொகையில் AEFDA எனும்படி ஆகிறது . இவ்வாறு எல்லா 
வற்றையும் கூட்ட 


வரை 


வரை நுண் தொகை ( F. dr ஆகும் . 


. 


PCQ 


தல நுண் தொகை பரப்பு முழுவதிலும் ஆகும் . 


. 


F F. ds = 


n . V X F ds ஆகும் . 


CQ 


S 
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சுழலின் கார்டீசிய உருவம் ( Cartesian representation of 
curl ) 


செவ்வகம் 


x , y தளத்திற்கு இணையாக P ( x , y , z ) . ஒரு 
EFGH கொள்க . P அதன் மையம் ஆகுக . 


N 


( x -4y - 43z ) 


| R 


EE 


11 


PR12 ) 


F 


(x + 4 


L 


D , 2 ) 


2 


-y 


x 


C 
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A என்பது ஒரு புள்ளி வெக்டர் சார் பலன் ஆகுக . EFGH 
எனும் பரிதியை C என்போம் . 


| A . dr = 


A . dr + [ Adr + [ Adr + A tr 


EF 


FG 


GH 


HE 


A- ன் x , y பிரிவுகள் முறை A , A , ஆகுக . 


3 A. 


ஆனால் ( A . dr = (A - 1 


A V3 ) Vx ; 


0 } 


EF 


| A dr = - 


adi 
( A , + } Vy ) 7x ; 

ay 


GH 


A A -4 - ( 4 , + + ** = 7 ) ; 
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A. dr 


- 


- 


( A , - 1941 yx ) V ) 


ay 


HE 


[ முதல்படி சிறு நுண் அளவிற்கு ( First order of small 
magnitudes ) ] 


* A - 
4-[ 34 - 341 ) AA 


ஆனால் செவ்வகப் பரப்பு 


Δx Δy 


ஃ 


A.tr - [ & # - 04 ] 


ΔΑ Δy 


இது சுழலின் 7 பிரிவாகும் . 


2 A3 


இது போன்று x பிரிவு 


O A2 
37 


. 


3 ) 


2) பிரிவு ( 


3 A. 
32 


3 A3 
3x 


. 


VX A = 


(2 ) 


a A2 
a z 


i 


. 


+ 


j 


+ (84- ) 

84 ) 


+ . 


8 A2 
3x 


k 


என முன் கூறிய சுழலின் விளக்கம் வருகிறது 


பாய்வின் மற்றொரு வரையறை : அச்சுகளைச் சாராத 
வரையறை , சுழலுக்குக் கூறியது போன்று பாய் வின் வரை 
யறையும் , அச்சுகளைச் சாராது கூறலாம் . 


வரையறை : S என்பது V எனும் கொள்ளளவை மூடிய 
தலப் பரப்பாகுக . கொள்ளளவை AV , AV , எனும் சிறு 
கொள்ளளவாகப் பிரிக்கவும் . அவற்றை மூடிய தலப் பரப்புகள் 
S , S , ஆகுக . என்றால் , A எனும் வெக்டர் புள்ளிச் சார் 
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பலனின் , P எனும் புள்ளியில் பாய்வு 


| A . ds 
அதாவது 4.A = 

AV - 0 AVA 

ஆகும் . 


Lt Sk 


ஃ IX A 


= " 4 - 2 ) 


O A , 
32 


i 


2 A. 


+ 


a A1 
22 


j 


3x 


+ 


| (84 - 4 ) 


k 


என முன் கூறிய சுழலின் விளக்கம் வருகிறது . 


பாய்வின் மற்றொரு வரையறை : 


எவ்வாறு வெக்டர் சார் பலனின் சுழலுக்கு அச்சுகளைச் 
சாராத வரையறை கூறினோமோ , அதே போன்று பாய்வுக்கும் 
கூறலாம் . 


வரையறை : A என்பது ஒரு வெக்டர் புள்ளிச் சார் பலன் 
ஆகுக . P எனும் புள்ளியை மூடிய தலம் S ஆகுக . கொள்ளளவு 
AV ஆகுக . அப்போது 


( 


A ds 


S 


LL 
A- ன் பாய்வு = A.A = 

AV - 0 


AY 


பாய்வுத் தேற்றம் 


V 


S எனும் ஒழுங்கான மூடிய தலம் அடைக்கும் கொள்ளளவு 
ஆகுக . அதை AY , 

அதை AY , AV, ...AV ...எனும்படி நுண்ணிய 
கொள்ளளவாகப் பிரிக்கவும் . அவற்றை மூடிய தலப் பரப்புகள் 
S. , S . , ... Sk ஆகுக . 
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Sk எனும் தலப் பரப்புக்குள் உள்ள புள்ளியில் 


V.A = S. Ads 

+ tk 
AVE 


A.ds = ( V.A ) AVk - tk AVk 


k 


* [Al4 = ( v . 

[ ( : 


A.ds = 2 ( V.A ) AVk - Etk AVk 


S , S , - என்பவை பூச்சியத்தை அணுகும்போது , 


| A. Is = J (vA ) V 


V 


* JA.ds = [ v.AV 


S 


V 


என வருகிறது . 


மேற்கூறிய பாய்வின் வரையறையிலிருந்து .. புள்ளியின் 
கார்டீசியக் கூறுகள் ( x , y , z ) என்றால் 


04, 04 , 8A3 
V.A 

+ + 

எனக் காட்ட முடியும் . இங்கு 
ay 

32 


ax 


பிரிவு 


A1 , A2 , A ; என்பவை வெக்டர் A- ன் அச்சு திசைப் 
களாகும் . 


நிரூபணம் : 


P ( x , y , z ) என்பது புள்ளியாகுக . அதை மையமாகவுடைய 
கனச் செவ்வகம் a , b , நீளங்களுள்ள பக்கமுடையனவாய்க் 
கொள்ளலாம் . 
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இதன் கொள்ளளவு a bc . 


A எனும் வெக்டர் * பிரிவு , A. ) பிரிவு A , , 2 பிரிவு A .. 


C 


D 


C 


8 


8 Tyz 


AA 


-a 


1 ------- 


Z 


y 


5 


/ 


- 


படம் 28 . 


| Ads எனும் தல நுண் தொகையை A B C D எனும் 


பரப்பில் கொள்வோம் . 


அதன் மதிப்பு = - bc 4 , ( x + % ) , z ) 


அதன் எதிர்ப்புறம் 

அதன் மதிப்பு 


= - b c A , ( x - 4 ,3 , z ) 


இரண்டின் கூடுதல் = - 5 6 [ A ; ( x + 5 , 3 , z ) - 4,(x- % ),2 ) 


.. 


TA.ds - 5 6 [ 4 , ( x + 4 ) , z ) -41 ( x - 1 ) , z ) ] 


AV 


a b c 


+ இது போன்ற இரண்டு உறுப்புகள் . 
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( மற்றிரு எதிர்ப் பக்கங்களையும் கொள்ள ) 


A.A = A = L A (x+ >> :)-4) (x- 2 ,), 3) 


AV + 0 


a > 0 


a 


-- இது போன்ற இரண்டு உறுப்புகளுக்கும் 


OA , 

+ 
3x 


2 A , 

? + 


O A3 
+ 

2z 


= 


3.y 


கணக்கு : 

a = x i + y * j + z k ; 


அத்துடன் 


S 


என்பது KR ) 
12 
* R எனக் 


ஆரமுடைய ஒரு கோளம் என்றால் , ) 


a . ds 


5 * 


காண்க . 


தீர்வு : 


f .. 4 = tv a 


( V. a ) dV 


7. a = 7. ( x * i + y j + zsk ) 


= 3 ( x + y + z ) 


- fr.a av - [ 34" +1 +2">4" 


( ( x + y + s * ) QV என்பது ஒரு கோளத்தின் மையத்தைச் 


சார்ந்த நிலைம நெம்பு திறன் . A என்பது விட்டத்தைச் சார்ந்த 
நெம்பு திறனானால் , மையத்தைச் சார்ந்த நெம்பு திறன் 


1 


3 A 
2 


A + B + C 

= 1 ஆனால் , A = B = 
2 


பிற்கோப்பு 


137 


4 - 2P 1 


2 R 4K R 
5 3 


85 R 

R $ 
15 


4 . 
8 


3 


நுண் தொகை 


3x 


X 


TR 


2 


15 
5 


12 ~ R 
5 
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. 


கலைச்சொற்கள் 


Binormal 


முக்கிய செங்கோடு 


Closed curve 


Closed surface 


Conservative field 


மூடிய வரை 
மூடிய தலம் 
காப்பு மண்டலம் 
ஆற்றல் காப்பு 
விசை மண்டலம் 


Conservative force field 


Continuous 


Cur] 


Curl A or V X A 
Differentiable 


--- 


Directional derivative 
Divergence 
Dyads 
Dyadics 
Gradient 
Grad o oro 
Invariant 
Irrotational 


தொடர்ச்சி 
சுழல் 
சுழல் A அல்லது A X A 
வகைக்கெழுவுடைய 
திசைவகைக்கெழு 
பாய்வு 
இரட்டை வெக்டர் 
இரட்டை வெக்டர் (கோவை 
சரிவு 
சரிவு ( அல்லது Vs 
மாறாக்கணியம் 
சுழலில்லா 
சம மதிப்புத் தலங்கள் 
வரை நுண்தொகை 
சாதாரணப் புள்ளி 
துணை அளவி 


-- 


--- 


Level Surface 


Line integral 
Ordinary point 
Parameter 
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Point function 


புள்ளிச் சார்பலன் 
மண்டலம் 


. 


--- 


Region 
Regular curve 
Regular surface 
Scalar potential 


Sink 


ஒழுங்கு வரை 
ஒழுங்குத்தலம் 
நிலைப்பண்பு 
உறிஞ்சி அல்லது வடிகால் 
பாய்விலா வெக்டர் 
ஊற்று 
தல நுண்தொகை 
தொடுகோட்டு வெக்டர் 


Solenoidal Vector 


Source 


-- 


Surface integral 
Tangent Vector 
Torsion 


- 


-- 


முறுகு 


